Cigzkie zycie sklepikarza, czyli problem wydawania reszty

W niniejszym artykule postarameszaprezentow@problem wydawania reszty, maj
do dyspozycji pewien zbiér dagpmnych nominatéw. Jest on bardzo popularny éstz
wystepuje w wielu odmianach odwohg sk najczsciej do dynamicznego programowania,
rownaa modularnych czy generowania obiektow kombinatanych.

Przyktad: mamy do dyspozycji wiele monet nominaldys,7 — chcemy wyda 10.
Gdybysmy zaczli od najwyzszego maliwego nominatu to zostatoby nam do wydaBjaco
jest niemaliwe. Optymalnym rozwjzaniem jest 10=5+5. Takich wil@e rozwhzan
postaramy si szuk&. Ponadto, najeZciej bedzie interesowat nas sposéb wydania danej
kwoty w jak najmniejszej iléci monet.

Zbior S bedziemy nazywéa skaiczonym, jeeli dany nominat mzemy wykorzysta
tylko tyle razy, co wysfpuje w S a nieskaczonym, jeeli dany nominat zS mozemy
wykorzysta nieskaiczory ilo$¢ razy. Kwot, ktdra nalery wydac bedziemy oznaczajakoK,

a liczebné¢ zbioruSjakon.

Przypadek ogélny

W przypadku ogolnym problem wydawania reszty spdwaas¢ do klasycznego
problemu sumy podzbioru. Dany jest skmony zbiorS i pewna warté¢ K. Naszym
zadaniem jest znalezienie takiego podzbiStunalezacego doS, ze suma jego elementow
wynosiK. Jest to problem NP-zupetny, agwinajprawdopodobniej nie istnieje wielomianowy
algorytm rozwazujacy to zadanie.

Najbardziej oczywistym jest sprawdzenie wszystkiobzliwosci generuyc kazdy
mozliwy podzbiér — da to algorytm o ztoncici O(2"). Mozemy oczywicie zastosowa
pewne heurystyki (przeszukiwanie z nawrotami, roamée szczegolnych przypadkdéw)
jednake nie zmieni to zlonasci algorytmu.

Okazug sie jednak,ze problem ten mma rozwaza ‘troche’ szybciej. Na pocatku
dzielimy nasz zbioS na potove. Nastpnie z obu potdwek generujemy wszystkiezivoe
podzbiory (whcznie z pustymi, otrzymujemy wtedy 2@podzbioréw). Dla kadego z tych
podzbioréw zapisujemy jego sgmv tablicy Q, jezeli jest on z pierwszej potdwki, alby,
jezeli jest on z drugiej potowkiNastpnie sortujemy rosito obie tablice. Dodatkowo, 7eli
chcemy wiedzié suma jakich liczb d&zie wynositaK, nalery takze zapamijtac co wchodzi
w skiad danego podzbioru. Najlepiej jest to zédbinarnie — poniewan<50 (jeeli nie to i
tak nie wyrobimy si w czasie) to zapisujemy tylko czy dana liczba nktetnej potowki
wchodzi w skfad podzbioru czy nie — zajmie to 3&jtyp dla jednego podzbioru. Nieah
bedzie dtugdcia tablicy Q, a h dtugascia tablicy W. Teraz wystarczy wykoraponiszy
algorytm:

=1

j:==h

stop :=false
while not stopdo
5 if Qli] + W[j] <K then
6. =i+l

7. if i=m+1then
8

9

1

PwpNPE

wypisz ,nie znaleziono

. stoprue
0. elseifQ[i] + W[j] > K then



11. j=j-1

12. if j=0 then

13. wypisz ,nie znaleziono”
14. stoprae

15.

16. else

17. wypisz ,znaleziono”

18. stop:#rue

Otrzymujemy algorytm dziatagy w O(2"?).

Przypadki szczegdlne

Oczywkcie cata zabawa zaczyna,sgdy na dane wg&jiowe narzuconeaspewne
ograniczenia i zadanie moa rozwiazac w czasie wielomianowym.

1. Mate: K, elementy zbioruS, duze: n.

Jest to najpopularniejszy i najprostszy przypadekegoliny. Naszym zadaniem jest
znalezienie najmniejszej liczby elementéw Sz ktérych suma wynosK. Problem ten
rozwiazujemy klasycznym algorytmem dynamicznym.2dmy tu wyr@ni¢ dwa przypadki:

a) Snieskaczony
b) Sskoaczony
Bez wnikania w szczegoty algorytm w przypadku ajjlagta nastpujaco:

Tablicaw[0..K] gdziew][i] to ilos¢ monet potrzebnych do wydania kwaty

for i:=1to K do w[i]:=INFINITY
w[0]:=0

1.

2.

3.

4. for ik=1tondo

5. czytajnominal
6 for j:=0 to K-nominaldo

7 if W[j]=INFINITY then continue; // kwotaj nie zostata datl uzyskana
8 if w[j+nominal]> w[jJ+1 then w[j+ nominal]:=w[j]+1; // lepszy wynik dla
9. kwoty j+nominal
10.

11. if wlK]=INFINITY thenwypisz,nie mazna wyda”

12. elsewypiszw[K] // wypisujemy najmniejszilos¢ wykorzystanych elementéw

13. ktorych suma wghk

Algorytm ma ztaonas¢ O(nK). Przypadek bmozemy rozwiazat w podobny sposob, z tym
ze:

1. Nalezy uwazac zeby nie wykorzystywatego samego nominatu geej razy nk to mazliwe.
2. Kolejne nominaly naleg rozpatrywa w kolejnaci malepce).

2. n=2, due K i elementy zbioru S



W tej wersji mamy do dyspozycji tylko dwa nominadywart@ci A i B - naszym
zadaniem jest oczyégie wydanie kwotyK uzywajac jak najmniejszej liczby monet.
Zatozmy, ze A>B. Mamy:

psA+qeB=K gdzie p+g>min (p,q catkowite nieujemne )
Mozemy to rownanie przeksztatailo:

K-peA=0 (mod B) - szukamy takiego napkszegop, ze liczbaK-peA bedzie podzielna
przezB ( a zatem &dziemy mogli wyda K-psA za pomog nominatuB )
K=peA (mod B)

Teraz wystarczy znaté najwicksze maliwe i dopuszczalnep, za pomog popularnego
algorytmu rozwizywania modularnych réwnaliniowych, ktéry w tym przypadku dulzie
miat ztazonas¢ O( IgB ) Majac p bez problemu wyliczamg.

3. Zastosowanie algorytmu zachtannego

Niektére skdaczone zbiory S (nazwijmy je ftadnymi zbiorami) umaliwiaja
zastosowanie prostego algorytmy zachtannego, kiawyoci poprawn odpowied. W
algorytmie tym wydajemy kwetK zuzywajac najwkkszy maliwy nominatC, a nasipnie w
ten sam sposob wydajemy kwdt-C. Po wykonaniu algorytmu otrzymujemy najmniejszy
mozliwy podzbidrS’, ktorego suma wyno$. Ladnymzbiorem jest np. zbidr, ktérego idy
element jest wielokrotrigia kazdego mniejszego elementu, w szczeg&th®={nf, nt,
m°....}.

Czasami mge sk zdarzy sytuacja, kiedy S bedzie ‘prawie’ tadny np.
S={1,5,10,20,50,100} Zbioér ten bytbytadny gdyby nie zawierai20 albo 50. W takim
przypadku, take mana zastosowa algorytm zachtanny z tyngze musimy rozway¢ 2
przypadki:

a) element 50 itywamy maksymalmilos¢ razy
b) element 50 &ywamy 0 1 raz mniej giw a)

Rozwamy teraz problem stwierdzenia czy damgskaiczonyzbiér S jesttadny, to
jest kada kwote mozna wydd@ uzywajac jak najmniejszej iléci monet w sposéb zachtanny.
Zadanie to rozvazat w 1994 roku David Pearson przedstaygdaplgorytm dziatajcy w
czasieO(n’) ktéry zwraca najmniejazkwote, ktérej nie da wydasic optymalnie pospujac
zachtannie ( np. dl&={4,3,1} algorytm zwrdOci6- zachtannie6=4+1+1, a optymalnym
rozwigzaniem jes6=3+3 ) lub stwierdzae Sjesttadny.

Niech kgda dane nominatg;> c,> c3> .... > ¢, gdziec, =1 ( inaczej zbidr nie &zie
tadny). Reprezentagijliczby L nazwiemy zbior o elementach postafia; a; as ....an } taki,
zeqeCitaxyrct ... + & C,= L. Algorytm:

for i:=2ton
for j;:=iton

1. policz zachtannie reprezentaéidiczby c.; -1
2. utworz reprezentacij®l biorac pierwszg wartcci z R, doj-tej wartgci dodajl a
reszt wypetnij zerami
3. niech x bedzie liczla powstah z M — wydaj zachfannie i jezeli okaze sk, ze
potrzeba na to wcej monet nt w jest wM to x jest jedla z odpowiedzi — sprawdczy
X jest mniejsze od poprzednich wynikow 1¢é potrzeba zaktualizuj wynik



Jezeli algorytm nie znajdzieadnego wyniku té jesttadny.

Przykiad dziatania algorytmu:

S={6,4,1}; i=2;j=2;

1. Liczymy reprezentacjg-1=5. R=(0,1,1)

2. Bierzemy pierwsz¢ wartasci ( M=(0,1,..) ), do j-tej dodajemyl ( M=(0,2,..) )a resz
uzupetniamy zeran(iM=(0,2,0) ).

3.x=8; zachtannie8=(1,0,2) zatem3 jest jedra z odpowiedzi



