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Rozdziatl 1

Przedmowa

Najstarszym akademickim konkursem programistycznym jest International Collegiate Pro-
gramming Contest organizowany przez Association for Computing Machinery (w skrécie
ACM, oficjalna strona konkursu — http://icpc.baylor.edu/icpc/ ). Pierwsze zawody finalowe
odbyly sie 2 lutego 1977 roku w Atlancie, w Stanach Zjednoczonych (stan Georgia). Na
poczatku lat dziewiecdziesiatych w eliminacjach do tego konkursu bralo udziat okoto 400
druzyn, z ktorych 25 kwalifikowalo sie co roku do finatu. Dzi§ o 70 - 80 miejsc w finatach
walczy ponad 4000 druzyn z 1600 uczelni calego $wiata. Wzrost liczby uczestnikéw swiadczy
o ogromnej popularnosci konkursu, ktérej towarzyszy zwickszajacy sie stopien przygotowania
druzyn oraz trudnos$é¢ zadan.

Swiatowej rangi konkursem, organizowanym dla uczniéw szkél srednich, jest Miedzy-
narodowa Olimpiada Informatyczna (strona konkursu — http://www.ioinformatics.org/ ),
ktora zostala po raz pierwszy zorganizowana w 1989 roku. W konkursie tym bierze udzi-
al po czterech reprezentantéw z kazdego kraju, wybieranych w ramach olimpiad narodowych.
Oproécz tych, cieszacych sie wieloletnia tradycja konkurséw, powstaje wiele nowych, takich
jak TopCoder, Google Code Jam czy Imagine Cup.

Udzial w konkursach dla uczniéw oraz studentéw staje sie nieodzownym elementem nau-
ki algorytmiki. Nieustannie podwyzszajacy sie poziom konkurséw przynosi ze soba rézne
metodologie przygotowywania sie do zawodow oraz specjalne techniki pisania programéw. Ich
celem jest minimalizacja ilodci czasu potrzebnego na rozwiazanie zadania, przy jednoczesnym
unikaniu jak najwickszej liczby ewentualnych bledéw. Ze wzgledu na ograniczony czas trwania
konkursow, ich uczestnicy nie moga sobie pozwoli¢ na tworzenie rozwiazan wszystkich zadan
od zera. W wielu przypadkach musza wykorzystywaé¢ pomysty zastosowane w podobnych
zadaniach, rozwiazywanych juz wczedniej, co pozwala im zaoszczedzi¢ troche czasu.

Ksiazka ta jest swego rodzaju podrecznikiem do algorytmiki. Nie zawiera ona jednak
wnikliwego opisu algorytméw wraz z ich analiza ztozonosci oraz dowodem poprawnosci. Jest
to kolekcja implementacji réznych algorytméw, bardzo przydatnych podczas zawodoéw oraz
zbiér zadan pozwalajacy na przeé¢wiczenie ich wykorzystania w praktyce.

Znaczaca czed¢ grona czytelnikéw stanowi¢ beda zapewne osoby zainteresowane zwigk-
szeniem swoich umiejetnosci w zakresie szybkiego implementowania rozwiazan zadan algo-
rytmicznych w jezyku C+-+. Lektura niniejszej ksiazki na pewno wplynie pozytywnie na
szybkos¢ rozwiazywania zadan podczas takich konkurséw jak Olimpiada Informatyczna. Jej
uzytecznosé jest tym wieksza na konkursach typu ACM ICPC, podczas ktérych dozwolone jest
korzystanie z literatury. Wiele algorytmow z tej ksiazki moze zostaé¢ po prostu przepisanych
do implementowanych podczas zawodéw programéw. Prezentowane tutaj algorytmy zostaly
tak napisane, aby ich adaptacja — w celu wykorzystania w réznych zadaniach — byta jak



najprostsza, a jednoczesnie ich kod zrédtowy jak najkrotszy.

Pozycja ta moze stuzyé nie tylko zawodnikom — w potaczeniu z ksiazka dotyczaca
podstaw algorytmiki, taka jak Wprowadzenie do algorytméw [WDA], moze takze stanowié
doskonaty sposéb nauki ,,od podstaw”, taczacy w sobie teoretyczna analize algorytmow z
podejsciem bardziej praktycznym, opisanym w tej ksiazce. Nauke taka w istotny sposéb
ulatwia liczne odwotania do literatury.

Pomyst na napisanie ksiazki narodzil sie podczas treningéw mojego zespotu — War-
saw Predators, do zawodéw ACM ICPC. W czasie wielu sesji treningowych tworzyliSmy i
rozbudowywaliSmy nasza biblioteczke algorytmiczna, w ktorej umieszczaliSmy implementacje
najczesciej wykorzystywanych w trakcie zawodéw algorytméw i struktur danych. Ksiazke te
mozna okresli¢ mianem szczegdétowej dokumentacji do biblioteczki algorytmicznej druzyny
Warsaw Predators. Mam nadziej¢, ze materialy w niej zawarte pomoga wielu osobom w
przygotowaniach do zawodow.

1.1. Struktura ksiazki

Ksiazka zostata podzielona na siedem rozdzialow, w ktorych omoéwione sa algorytmy z réznych
dziedzin algorytmiki: teoria graféow, geometria obliczeniowa, kombinatoryka, teoria liczb,
struktury danych, algorytmy tekstowe oraz algebra liniowa. W kazdym z tych rozdziatow,
przedstawione sa rézne algorytmy wraz z ich implementacjami, pochodzacymi z biblioteczki
algorytmicznej. Ich oméwienie ma na celu przyblizenie problematyki poruszanego zagadnienia
oraz zaprezentowanie sposobu wykorzystania algorytméw w zadaniach. W celu zapoznania
sie z dowodami poprawnosci, czy dokladna analiza ztozonosci, nalezy siega¢ do literatury, do
ktérej odwotania umieszczone sa w réznych miejscach ksiazki.

W dziale dodatkéw znajduje sie rozdzial dotyczacy programowania dynamicznego oraz
zachtannego. Z uwagi na fakt, iz z tymi dwoma technikami nie wiaza sie specyficzne struktury
danych ani algorytmy (rozwiazania zadan bazujacych na programowaniu dynamicznym, czy
zachlannym wykorzystuja algorytmy z réznych dziedzin), zatem rozdzial ten nie zawiera zad-
nych przydatnych implementacji, lecz odwotania do wielu zadan, na ktérych mozna ¢wiczy¢
umiejetnosé stosowania tych metod w praktyce.

W dodatkach umieszczone sa réwniez obserwacje oraz rady pochodzace od wielu §wiatowej
klasy zawodnikéw. Lektura tego rozdziatu moze okaza¢ sie niezwykle cenna, gdyz zawarte w
nim informacje pomagaja uniknac¢ wielu probleméw podczas przygotowan do zawodow.

W poszezegdlnych rozdziatach ksiazki umieszczone sa zadania zwiazane z omawiana tema-
tyka. Algorytmy potrzebne do ich rozwiazania sa opisane, w miare mozliwosci, w rozdzi-
atach poprzedzajacych wystapienie kolejnych zadan. W ten sposéb, Sledzac w kolejnosci
poszczegdlne rozdziaty ksiazki, czytelnik bedzie posiadal wiedze potrzebna do rozwiazania
wszystkich zadan. Wiekszosé z nich pochodzi z polskich konkurséw informatycznych, takich
jak Olimpiada Informatyczna, Potyczki Algorytmiczne czy Pogromcy Algorytmow. Programy
stanowiace ich rozwiazania znajduja sie na dotaczonej pltycie. Dodatkowo, na koncu ksiazki
umieszczony jest rozdzial zawierajacy wskazéwki do wszystkich tych zadan. Do kazdego z
nich znajduje sie po kilka podpowiedzi, ktére moga by¢ pomocne podczas rozwiazywania —
kazda kolejna wskazdéwka uscisla pomyst naszkicowany w poprzedniej. Dzigki takiemu pode-
jSciu, jesli poczatkowe wskazdéwki okaza sie niewystarczajace do rozwiazania zadania, mozna
pokusié¢ sie o przeczytanie kolejnych.

Oprécz pelnych zadan, w ksiazce znajduja sie rowniez odwotania do innych, pochodzacych
z internetowych serwiséw, umozliwiajacych automatyczna weryfikacje poprawnosci nadsyta-
nych rozwiazan. Czytelnik moze najpierw rozwiazaé¢ samodzielnie zadanie, a nastepnie wystaé



je do systemu sprawdzajacego, w celu zweryfikowania jego poprawnosci. Ponizej znajduje sie
lista serwisow internetowych, z ktérych wybrane zostaly zadania do tej ksiazki:

e http://acm.sgu.ru/ — Saratov State University :: Online Contester
e http://acm.uva.es/ — Valladolid Programming Contest Site
e http://spoj.sphere.pl/ — Sphere Online Judge

Wszystkie zadania zostaly podzielone na trzy kategorie: proste, sredniej trudnoéci oraz trudne.
Poziom trudnoéci jest rzecza subiektywna. Podzial uzyty w ksiazce bazuje na statystykach
rozwiazan, dostepnych w wyzej wymienionych serwisach. Zadania trudne charakteryzuja sie
stosunkowo mala liczba préb ich rozwiazania, a wérdd nich niewielka cze$é¢ rozwiazan okazuje
sie by¢ poprawna. Proste problemy z kolei cechuja sie wysokim odsetkiem zaakceptowanych
rozwiazan w stosunku do wszystkich nadestanych programow.

1.2. Wymagania wstepne

Wszystkie przedstawione w tej ksiazce algorytmy sa zaimplementowane w jezyku C++ —
jego znajomos¢ jest nieodzowna do zrozumialej analizy przedstawianych tu algorytmoéw.
Konieczna jest réwniez znajomosé biblioteki Standard Template Library (w skrécie STL),
ktorej dokumentacje mozna znalezé na stronie hitp://www.sgi.com/tech/stl/. Implementa-
cja algorytméw wykorzystuje rozne struktury danych oraz funkcje z tej biblioteki — naj-
wazniejsze z nich to funkcje: sort, swap i binary_search oraz struktury danych: vector,
map i priority_queue. Oprécz powyzszych elementéw, biblioteka STL zawiera wiele bardzo
uzytecznych narzedzi. Polecam zapoznanie si¢ z nia, gdyz moze ona w istotny sposob wptynaé
na szybkos¢ rozwiazywania zadan algorytmicznych.

1.3. Podziekowania

Opisywana w tej ksiazce biblioteczka algorytmiczna zostala stworzona wspdlnie z moimi
kolegami z zespotu Warsaw Predators — Markiem Cyganem i Marcinem Pilipczukiem. Chcial-
bym réwniez podzigkowaé¢ Tomaszowi Idziaszkowi, ktorego kilka ,,chwytéw programistycznych”
znalazto sie w naszej biblioteczce oraz Erykowi Kopczynskiemu, ktory zgodzit sie na opub-
likowanie zbioru swoich makr uzywanych w konkursie TopCoder.

Chciatbym podzickowaé¢ Tomaszowi Czajce, Andrzejowi Gasienicy-Samkowi, Tomaszowi
Malesinskiemu, Krzysztofowi Onakowi oraz Marcinowi Stefaniakowi za wyrazenie zgody na
publikacje ich ,dobrych rad”, ktorych udzielili swoim mtodszym kolegom z Uniwersytetu
Warszawskiego, bioracym udzial w konkursie ACM ICPC. Wskazéwki te zostaly umieszczone
w dziale Dodatk:.

Jednym z wyzwan, podczas gromadzenia materialéw do ksiazki, byt proces wybierania
odpowiednich zadan z réznych serwiséw internetowych. Liczba dostepnych zadan jest ogro-
mna (w momencie pisania tego tekstu, serwis Valladolid Programming Contest Site zawieral
ponad dwa tysiace zadan). Chcialbym podzigkowaé Jakubowi Radoszewskiemu za udzielenie
cennych wskazowek dotyczacych wyboru zadan.

Wielkie podzigkowania naleza si¢ prof. Krzysztofowi Diksowi — naszemu wyktadowcy i
wielkiemu przyjacielowi, ktéry wytrwale opiekowal sie nami i stwarzal warunki pozwalajace
na efektywne przygotowania naszych druzyn do zawodow. Niniejsza ksiazka powstata pod
jego opieka i nadzorem.



1.4. Naglowki

Wszystkie programy w tej ksiazce sa zaimplementowane w jezyku C+-+, z wykorzystaniem
biblioteki STL. Poniewaz podczas zawodéw bardzo istotne jest, aby kody zrédtowe implemen-
towanych programow byty jak najkrétsze, dlatego wielu zawodnikéw stosuje pewne skroty dla
najczesciej wystepujacych w programach konstrukeji jezykowych. Podczas zawodow ACM
ICPC, w ciagu pieciogodzinnych sesji, do rozwiazania jest 7 do 10 zadan, zatem optlaca sie¢
na poczatku konkursu przepisa¢ najwazniejsze instrukcje, a nastepnie wykorzystywaé je we
wszystkich pisanych programach. Instrukcje te nazywamy mianem naglowkéw — zawieraja
one zaréwno liste najczesciej dotaczanych do programéw bibliotek, jak i czesto wykorzysty-
wane makra. Listing 1.1 przedstawia zbiér podstawowych nagtéwkow pochodzacych z bib-
lioteczki algorytmicznej mojego zespotu wraz z komentarzami opisujacymi ich wykorzystanie.
Na listingu 1.2 przedstawione zostaly te same nagléwki po usunigciu komentarzy.

Listing 1.1: Nagtowki z komentarzami

01 #include <cstdio>

02 #include <iostream>

03 #include <algorithm>

04 #include <string>

05 #include <vector>

06 using namespace std;

// Dwa z najczeSciej uzywanych typéw o dtugich nazwach - ich skrécenie jest bardzo
// istotne

07 typedef vector<int> VI;

08 typedef long long LL;

// W programach bardzo rzadko mozna znalezZé¢ w peini zapisang instrukcje petli.
// Zamiast niej, wykorzystywane sa trzy nastepujace makra:

// FOR - petla zwiekszajaca zmienng x od b do e wtacznie

09 #define FOR(x, b, e) for(int x = b; x <= (e); ++x)

// FORD - petla zmniejszajaca zmienng x od b do e wiacznie

10 #define FORD(x, b, €) for(int x = b; x >= (e); ——x)

// REP - petla zwiekszajaca zmienng x od 0 do n. Jest ona bardzo

// czesto wykorzystywana do konstruowania i przegladania struktur danych

11 #define REP(x, n) for(int x = 0; x < (n); ++x)

// Makro VAR(v,n) deklaruje nowg zmienng o nazwie v oraz typie i wartosci

// zmiennej n. Jest ono czesto wykorzystywane podczas operowania na iteratorach
// struktur danych z biblioteki STL, ktérych nazwy typéw sg bardzo dtugie

12 #define VAR(v, n) __typeof(n) v = (n)

// ALL(c) reprezentuje pare iteratoréw wskazujacych odpowiednio na pierwszy i
// za ostatni element w strukturach danych STL. Makro to jest bardzo przydatne
// chociazby w przypadku korzystania z funkcji sort, ktéra jako parametry

// przyjmuje pare iteratoréw reprezentujacych przedziat elementéw do posortowania.
13 #define ALL(c) (c).begin(), (c).end()

// Ponizsze makro stuzy do wyznaczania rozmiaru struktur danych STL. Uzywa sie go
// w programach, zamiast pisaé po prostu x.size() z uwagi na fakt, iz wyrazenie
// x.size() jest typu unsigned int i w przypadku poréwnywania z typem

// int, w procesie kompilacji generowane jest ostrzezenie.

14 #define SIZE(x) ((int)(x).size())

// Bardzo pozyteczne makro, stuzace do iterowania po wszystkich elementach w
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Listing 1.1: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// strukturach danych STL.

15 #define FOREACH(], c) for(VAR(i, (c).begin()); i != (c).end(); ++1i)

// Skrét - zamiast pisaé push_back podczas wstawiania elementéw na koniec
// struktury danych, takiej jak vector, wystarczy napisaé PB

16 #define PB push_back

// Podobnie - zamiast first bedziemy pisali po prostu ST

17 #define ST first

// a zamiast second - ND.

18 #define ND second

Listing 1.2: Naglowki bez komentarzy

01 #include <cstdio>

02 #include <iostream>

03 #include <algorithm>

04 #include <string>

05 #include <vector>

06 using namespace std;

07 typedef vector<int> VI;

08 typedef long long LL;

09 #define FOR(x, b, e) for(int x = b; x <= (e); ++x)
10 #define FORD(x, b, e) for(int x = b; x >= (e); ——x)
11 #define REP(x, n) for(int x = 0; x < (n); ++x)

12 #define VAR(v, n) __typeof(n) v = (n)

13 #define ALL(c) (c).begin(), (c).end()

14 #define SIZE(x) ((int)(x).size())

15 #define FOREACH(], c) for(VAR(i, (c).begin()); i != (c).end(); ++1i)
16 #define PB push_back

17 #define ST first

18 #define ND second

Oproécz nagltowkdéw podstawowych, istnieje rowniez wiele innych skrotéw, ktore okazuja sie po-
mocne podczas rozwigzywania zadan. Omawiana w tej ksiazce biblioteczka, oprocz nagtéwkow
podstawowych, zawiera rowniez dodatkowe makra, umieszczane tylko w tych programach,
ktore z nich korzystaja. Ich lista przedstawiona jest na listingu 1.3. W prezentowanych
w ksiazce programach bedziemy odwolywali sie zaréwno do tych podstawowych, jak i do-
datkowych naglowkéw, bez informowania o koniecznosci dopisywania ich definicji do im-
plementowanych programéw. Dzieki takiemu podejsciu, kody zrédlowe przedstawianych w
ksiazce algorytmow sa kroétsze, a czytelnik nie musi analizowaé¢ za kazdym razem pow-
tarzajacych sie fragmentéw kodu.

11



Listing 1.3: Dodatkowe nagtowki

01 #include <complex>

02 #include <iterator>

03 #include <set>

04 #include <bitset>

05 #include <map>

06 #include <stack>

07 #include <list>

08 #include <queue>

09 #include <deque>

// Stata INF jest wykorzystywana jako reprezentacja nieskoiiczonos$ci. Ma ona
// warto§¢ 1000000001, a nie 2147483647 (najwieksza wartosé typu int) ze

// wzgledu na dwa fakty - prosty zapis, oraz brak przepeinienia wartosci zmiennej
// w przypadku dodawania dwéch nieskoriiczonosci do siebie

// ((int) 2147483647 + (int) 2147483647 = -2).

10 const int INF = 1000000001;

// Stata EPS jest uzywana w wielu algorytmach geometrycznych do poréwnywania
// wartosci bliskich zera (w zadaniach tego typu pojawia sie wiele probleméw
// zwiazanych z btedami zaokraglen)

11 const double EPS = 10e-9;

// Skrécone nazwy réznych typdéw i operatoréw o diugich nazwach

12 typedef vector<VI> VVI;

13 typedef vector<LL> VLL;

14 typedef vector<double> VD;

15 typedef vector<string> VS;

16 typedef pair<int, int> PII;

17 typedef vector<PII> VPII;

18 #define PF push_front

19 #define MP make_pair

Zmane sa przypadki, ze niektérzy zawodnicy tworzyli przy uzyciu makr wlasne, specyficzne
jezyki programowania, pozwalajace na szybkie pisanie programéw. Takie podejscie wymaga
niestety przepisania znacznej ilosci kodu, zanim przystapi sie do wladciwego rozwiazywania
problemu. W przypadku konkursoéw organizowanych przez Internet podejécie takie okazu-
je sie jednak bardzo wygodne. W dodatku A znajduje si¢ przyktadowe ,$rodowisko” pro-
gramistyczne, wykorzystywane w konkursie TopCoder przez Eryka Kopczynskiego. Jest ono
dosé rozbudowane, dlatego tez w innych konkursach (takich jak ACM ICPC') okazuje si¢
nieprzydatne.
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Rozdziat 2

Algorytmy grafowe

Graf G definiowany jest jako para (V,FE), gdzie V to zbidér

) , . L : ) H Literatura H
wierzcholkow, natomiast E to multizbior krawedzi taczacych wierz-
chotki z V. Dla grafu G = (V, E) z czterema wierzchotkami oraz [WDA] - 23
piecioma krawedziami, przedstawionego na rysunku 2.1.a, zbidr [ASD] - 7
V = {1,2,3,4}, natomiast £ = {(1,2),(1,2),(1,3),(2,4),(3,3)}. [MD] - 3.2, 6

Krawedzie grafu moga by¢ skierowane (jak na rysunku 2.1.b), badz

nieskierowane (rysunek 2.1.a). Zaréwno z wierzchotkami, jak i krawedziami mozna wiazaé
dodatkowe informacje, takie jak waga, kolor czy dlugos$¢. Grafy znajduja wiele odpowied-
nikéw w Swiecie rzeczywistym, co sprawia, ze sa one bardzo przydatnym narzedziem podczas
rozwiazywania praktycznych probleméw algorytmicznych.

Rozpatrzmy dla przyktadu zbiér skrzyzowan w mieécie potaczonych drogami. Naturalnym
jest utozsamienie wierzchotkéw grafu ze skrzyzowaniami, a krawedzi grafu z drogami. Dro-
gi moga by¢ jednokierunkowe (réwnowazne krawedziom skierowanym) lub dwukierunkowe
(réwnowazne krawedziom nieskierowanym), maja okreslona dtugosé (ktéra mozemy réwniez
przypisa¢ krawedziom). Skrzyzowania natomiast moga mie¢ okreslone polozenie geograficzne,
ktére mozemy przechowywaé w reprezentujacych je wierzchotkach. Na potrzeby tego rozdzi-
alu wprowadzimy kilka czesto uzywanych pojeé:

Definicja 2.0.1 Petla to dowolna krawedZ (skierowana lub nieskierowana), prowadzgca do
wierzcholka, z ktorego wychodzi. Innymi stowy, jest to krawedZ postaci (v,v), v € V.

Definicja 2.0.2 Multikrawedzie to co najmniej dwie krawedzie prowadzgce miedzy tymi samy-
mi wierzchotkami. W przypadku grafow nieskierowanych sq to krawedzie lgczgce te samg
pare wierzchotkow, natomiast w przypadku grafow skierowanych — wychodzgce z tego samego
wierzcholka oraz wchodzgce do tego samego wierzcholka.

Rysunek 2.1: (a) graf nieskierowany — krawedzie taczace wierzcholki 1 i 2 sa multikrawedziami, natomi-
ast (3, 3) to petla. (b) Graf skierowany zawierajacy petle (1,1) oraz multikrawedzie (1,2).
(c) Graf indukowany przez graf z rysunku (b) przez zbiér wierzchotkéw {1,2,3}
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Definicja 2.0.3 Podgraf G' = (V', E') grafu G = (V, E) jest to taki graf, dla ktérego V' C 'V,
oraz E' C E.

Definicja 2.0.4 Grafem indukowanym G’ = G[V'| przez zbior V' z grafu G = (V, E), V' C
V' nazywamy podgraf grafu G, ktérego zbiorem wierzchotkéw jest V', natomiast do zbioru
krawedzi nalezq wszystkie krawedzie (u,v) € E, dla ktérych u,v € V.

Krawedz, taczaca wierzchotki u i v, bedziemy oznaczaé przez (u,v) (ewentualnie u —
v), natomiast Sciezke prowadzaca z wierzchotka u do wierzchotka v przez u ~ v. Cyklem
bedziemy nazywali Sciezke majaca swoj poczatek i koniec w tym samym wierzchotku (u ~ u).
Szczegdlnym przypadkiem cyklu jest cykl prosty, ktory przechodzi przez kazdy wierzchotek
grafu co najwyzej raz. Odwolujac sie do poszczegdlnych wierzchotkéw grafu, czasem bedzie
uzywane pojecie ich stopnia. Stopien wejsciowy wierzchotka, jest to liczba krawedzi do niego
wchodzacych, stopient wyjsciowy natomiast, to liczba krawedzi wychodzacych z wierzchotka.

W wielu miejscach — w szczegdlnosci podczas omawiania ztozonosci algorytmoéw, bedziemy
odwotywacé si¢ do liczby wierzchotkéw oraz krawedzi w grafie. W sytuacjach, w ktérych jed-
noznacznie z kontekstu bedzie wynikalo o jaki graf chodzi, liczbe wierzchotkéw oznaczad
bedziemy przez n, natomiast liczbe krawedzi przez m.

W aktualnym rozdziale oméwionych jest wiele algorytmoéow zwiazanych z teoria grafow.
Przedstawione zostana miedzy innymi metody przeszukiwania graféw, topologiczne sortowanie
wierzchotkow, sprawdzanie czy graf jest acykliczny, wyznaczanie maksymalnego przeptywu
oraz wiele innych zagadnien. Zanim jednak przejdziemy do analizy tych algorytméw, musimy
najpierw oméwié sposdb reprezentowania grafu w programach.

2.1. Reprezentacja grafu

Graf bedziemy reprezentowaé przy uzyciu sparametryzowanej H Literatura H
struktury (ang. template) Graph<V,E>, gdzie V jest typem okre- WDA] - 231
slajacym dodatkowe informacje przechowywane w wierzchotkach, ’
natomiast E jest typem okreslajacym dodatkowe informacje prze- [ASD] - 1.5.3, 7
chowywane w krawedziach grafu. W ten sposéb, jesli chcemy stwo- [KDP] - 2.1
rzy¢ graf modelujacy sie¢ drég w miescie, to wystarczy wzbogaci¢ [MDJ - 3.3

strukture V o informacje zwiazane ze skrzyzowaniami, natomiast
strukture E — z ulicami.

Implementacja grafu udostepnia dwa operatory — Graph<V,E>::EdgeD(int, int, E),
oraz Graph<V,E>: :EdgeU(int, int, E) , stuzace odpowiednio do dodawania do grafu krawedzi
skierowanych oraz nieskierowanych (ang. directed — skierowane, undirected — nieskierowane).
Pierwszy oraz drugi parametr tych funkcji okreslaja numery wierzchotkéw potaczonych do-
dawana krawedzia, natomiast ostatni parametr definiuje dodatkowe informacje zwiazane z ta
krawedzia. Dla wigkszosci algorytmoéw, korzystajacych ze struktury Graph<V,E>, te dwa op-
eratory sa w zupelnoéci wystarczajace, ale w razie potrzeby mozna w prosty sposéb wzbogacié¢
implementacje o nowe operacje — chociazby funkcje usuwajaca krawedzie z grafu.

Listing 2.1 prezentuje implementacje struktury Graph<V,E> wraz z komentarzami wyjas-
niajacymi przyjete rozwiazania. Implementacja ta wykorzystuje biblioteke STL (doktadniej,
kontener vector do reprezentowania listy wierzchotkéw oraz krawedzi).
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Listing 2.1: Implementacja struktury Graph<V,E>

01 template <class V, class E> struct Graph {

//
//
//
!/
02
03
04
05
!/
//
!/
//
!/
06
//
07
//
08
//
!/
09
10
11
//
//
//
//
//
//
//
!/

Typ krawedzi (Ed) dziedziczy po typie zawierajacym dodatkowe informacje
zwigzane z krawedzia (E). Zawiera on réwniez pole v, okreslajgce numer
wierzchotka, do ktérego prowadzi krawedz. Zaimplementowany konstruktor
pozwala na skrécenie zapisu wielu funkcji korzystajacych ze struktury grafu.
struct Ed : E {
int v;
Ed(E p, int w) : E(p), vw) { }
}s
Typ wierzchotka (Ve) dziedziczy po typie zawierajacym dodatkowe informacje
z nim zwigzane (V) oraz po wektorze krawedzi. To drugie dziedziczenie moze
wydawaé¢ sie¢ na pierwszy rzut oka stosunkowo dziwne, lecz jest ono przydatne -
umozliwia Yatwe iterowanie po wszystkich krawedziach wychodzacych z
wierzchotka v: FOREACH(it, glv])
struct Ve : V, vector<Ed> { };
Wektor wierzchoikéw w grafie
vector<Ve> g;
Konstruktor grafu - przyjmuje jako parametr liczbe wierzchotkéw
Graph(intn = 0) : g(n) { }
Funkcja dodajaca do grafu nowa krawedz skierowang z wierzchotka b do e,
zawierajgcg dodatkowe informacje okreslone przez zmienng d.
void EdgeD(int b, int e, E d = EQ)) {
g[b] .PB(Ed(d, e));
}
Funkcja dodajgca do grafu nowg krawedZ nieskierowang, tgczgcg wierzchotki
b i e oraz zawierajaca dodatkowe informacje okresSlone przez zmienng
d. KrawedZ nieskierowana jest reprezentowana przez dwie krawedzie
skierowane - jedng prowadzgcg z wierzchotka b do wierzcholka e, oraz
druga z wierzchotka e do b. Struktura E w grafach nieskierowanych
musi dodatkowo zawierac element int rev. Dla danej krawedzi skierowanej
(b,e), pole to przechowuje pozycje krawedzi (e,b) na liscie incydencji
wierzchotka e. Dzieki temu, dla dowolnej krawedzi w grafie w czasie statym

// mozna znalezé krawedZz o przeciwnym zwrocie.
12 void EdgeU(int b, int e, E d = EQ)) {

13 Ed eg(d, e);

14 eg.rev = SIZE(gle]) + (b == e);

15 gl[bl .PB(eg);

16 eg.rev = SIZE(gleg.v = b]) - 1;

17 glel .PB(eg);

18}

19 };

W kolejnych rozdziatach dotyczacych teorii graféw, przedstawione zostana implementacje
roznych algorytmow wykorzystujacych strukture Graph<V,E>. Wszystkie funkcje realizujace
te algorytmy sa metodami grafu, a co za tym idzie, ich tres¢ musi zosta¢ umieszczona w obre-
bie struktury Graph<V,E>. Faktu tego w dalszej czedci ksiazki nie bedziemy wiecej przy-

woltywaé — zdajemy sie na dobra pamie¢ czytelnika.
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Jako zadanie ,rozgrzewkowe”, napiszemy prosta funkcje wypisujaca strukture grafu na
standardowe wyjécie. Na poczatku kazdego wiersza opisu powinien znalez¢ sie numer kole-
jnego wierzcholka (zaczynajac numeracje od 0), a nastepnie lista wierzchotkéw, z ktérymi ten
wierzchotek jest potaczony krawedzia. Przykladowa implementacja tej funkcji przedstawiona
jest na listingu 2.2.

Listing 2.2: Implementacja funkcji void Graph<V,E>::Write()

1 void Write() {

// Dla wszystkich wierzchotkéw w grafie zaczynajac od O...

2  REP(x, SIZE(g)) {

// Wypisz numer wierzchotka

3 cout << x << "'y

// Dla kazdej krawedzi wychodzacej z przetwarzanego wierzchotka o numerze
// x, wypisz numer wierzchotka, do ktérego ona prowadzi

4 FOREACH(it, glx]) cout << " " << it->v;
5 cout << endl;

6}

T

Zalézmy, ze w pliku znajduje sie opis grafu skierowanego w nastepujacym formacie: w pier-
wszym wierszu zapisane sa dwie liczby naturalne — n i m, oznaczajace odpowiednio liczbe
wierzchotkéw, oraz krawedzi w grafie (wierzchotki numerowane sa od 0 do n—1). W kolejnych
m wierszach umieszczone sa po dwie liczby naturalne b i e, oznaczajace, ze z wierzcholka o
numerze b prowadzi krawedz skierowana do wierzchotka o numerze e. Chcemy napisaé pro-
gram, ktéry przekonwertuje opis tego grafu na format, jaki jest generowany przez funkcje
void Graph<V,E>::Write().

Dla nastepujacego opisu wejsciowego:

Program wygeneruje nastepujacy wynik:

=W N = O
o s N =

[l V]
w

=W N = R e WO Ot
W N EREDNDOF &=~

Rozwiazanie jest proste — wystarczy wykorzystaé strukture Graph<V,E>, na podstawie
opisu z pliku skonstruowa¢ odpowiedni graf, a nastepnie wypisaé jego strukture przy uzyciu
funkcji void Graph: :Write (). Gléwna cze$é¢ programu, realizujacego to zadanie, przedstaw-
iona jest na listingu 2.3. Pominiete w nim zostaly standardowe naglowki pochodzacego z
biblioteczki. Wtasnie w ten sposéb, w dalszej czesci ksiazki, beda prezentowane przyktadowe
programy. Z uwagi na fakt, iz omdéwiony tu przyktad jest pierwszym kompletnym programem,
jaki do tej pory udato nam sie stworzy¢, zatem na listingu 2.4 zamieszczony jest pelny kod
zrodlowy tego programu. W dalszych rozdziatach ksiazki po pelny kod Zrédtowy programow
nalezy siega¢ do zalaczonej plyty.
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Listing 2.3: Gléwna cze$¢ programu stuzacego do konwertowania reprezentacji grafu

// Zaréwno dla wierzcholkéw, jak i dla krawedzi nie potrzebne sg zadne dodatkowe
// informacje

01 struct Empty { };

02 int main() {

03 int n, m, b, e;

// Wczytaj liczbe wierzchotkéw i krawedzi w grafie

04 cin >> n >> m;

// Skonstruuj graf o odpowiednim rozmiarze, nie zawierajacy dodatkowych
// informacji dla wierzcholkéw ani krawedzi

05  Graph<Empty, Empty> gr(n);

06  REP(x, m) {

// Wczytaj poczatek i koniec kolejnej krawedzi

07 cin >> b >> e;

// Dodaj do grafu krawedZz skierowang z wierzchotka b do e
08 gr.EdgeD(b, e);

09 }

// Wypisz graf
10  gr.write(Q);
11 return 0;
12 }

Listing 2.4: Pelny kod zrédlowy programu konwertujacego reprezentacje grafu

01 #include <cstdio>

02 #include <iostream>

03 #include <algorithm>

04 #include <string>

05 #include <vector>

06 using namespace std;

07 typedef vector<int> VI;

08 typedef long long LL;

09 #define FOR(x, b, €) for(int x = b; x <= (e); ++x)
10 #define FORD(x, b, e) for(int x = b; x >= (e); ——x)
11 #define REP(x, n) for(int x = 0; x < (n); ++x)

12 #define VAR(v, n) __typeof(n) v = (n)

13 #define ALL(c) (c).begin(), (c).end()

14 #define SIZE(x) ((int)(x).size())

15 #define FOREACH(], c) for(VAR(i, (c).begin()); i != (c).end(); ++1i)
16 #define PB push_back

17 #define ST first

18 #define ND second

19 template <class V, class E> struct Graph {

20 struct Ed : E {

21 int v;
22 Ed(E p, int w) : E(p), vw) { }
23}

24 struct Ve : V, vector<Ed> { };
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Listing 2.4: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

25 vector<Ve> g;
26  Graph(intn = 0) : g) { }
27  void EdgeD(int b, int e, Ed = E()) {

28 g[bl .PB(Ed(d, e));

29 }

30  void Write() {

31 REP(x, SIZE(g)) {

32 cout << x << "y

33 FOREACH(it, glx]) cout << " " << it->v;
34 cout << endl;

35 }

36 }

37}

38 struct Empty { };

39 int main() {

40 int n, m, b, e;

41 cin >> n >> m;

42  Graph<Empty, Empty> gr(n);
43 REP(x, m) {

44 cin >> b >> e;
45 gr.EdgeD(b, e);
46 }

47 gr.Write();
48 return O;
49}

2.2. Przeszukiwanie grafu wszerz

BFS — czyli przeszukiwanie grafu wszerz (ang. breadth-first

) ’ H Literatura H
search), jest metoda systematycznego badania struktury grafu. Za-
ktada ona, ze dany jest graf G = (V, E) (skierowany badz nieskie- [WDA] - 23.2
rowany), oraz wyrézniony wierzchotek s, zwany zrédtem przeszuki- [ASD] - 1.5.3
wania. Dla kazdego wierzchotka v € V| algorytm BFS oblicza [KDP] - 2.3

odleglos¢ t(v) od wierzchotka s (rozumiana jako najmniejsza liczbe

krawedzi na Sciezce od wierzchotka s do v). Wyznaczany jest réwniez wierzchotek s(v)
potaczony krawedzia z v, przez ktory przechodzi najkrétsza Sciezka ze zrodla wyszukiwania
do v. Zasada dzialania algorytmu BFS jest prosta — na poczatku za odwiedzony wierz-
chotek uwaza sie tylko s — wyznaczona dla niego odleglosé to 0. Nastepnie przetwarzane
sa wierzchotki v, dla ktérych odleglo$é zostata juz wyznaczona, w kolejnosci niemalejacych
odlegtosci — dla kazdego nie odwiedzonego sasiada u wierzchotka v, przypisywane sa wartos-
ci t(u) = t(v) + 1, s(u) = v. Na skutek wykonania algorytmu BFS, konstruowany jest las
przeszukiwania wszerz, w sktad ktorego wchodza wszystkie wierzchotki osiagalne ze zrédia
wyszukiwania, oraz krawedzie konstruujace najkrétsze Sciezki (reprezentowane przez zmi-
enne s(v)). Ze wzgledu na fakt, iz nie wszystkie krawedzie grafu G musza znajdowaé sie w
lesie przeszukiwania BFS, istnieje mozliwo$¢ klasyfikacji krawedzi grafu G. Rozrézniane sa
nastepujace typy krawedzi, ktérych definicja ma sens w przypadku rozpatrywania konkret-
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nego lasu przeszukiwania (definicje te sa uzywane nie tylko w ramach przeszukiwania wszerz):

Definicja 2.2.1 Krawedz drzewowa, jest to krawedz grafu G nalezZgca do wyznaczonego lasu
przeszukiwan.

Definicja 2.2.2 Krawedz niedrzewowa, jest to krawed? grafu G, ktora nie nalezy do wyznaczo-
nego lasu przeszukiwan.

Definicja 2.2.3 Krawedz powrotna, jest to krawedZ niedrzewowa, ktora prowadzi z wierz-
cholka v do jego przodka w lesie przeszukiwania.

Definicja 2.2.4 Krawedz w przdd, jest to krawed? niedrzewowa, ktéra prowadzi z wierz-
chotka v do jego potomka w lesie przeszukiwania.

Definicja 2.2.5 Krawedz poprzeczna, jest to krawedZ niedrzewowa, ktora prowadzi z wierz-
chotka v do wierzcholka nie bedgcego ani jego poprzednikiem, ani nastepnikiem w wyzna-
czonym lesie przeszukiwan.

W przypadku przeszukiwania wszerz graféw nieskierowanych nie zawierajacych multi-
krawedzi, krawedzie w przod oraz krawedzie powrotne nie wystepuja, natomiast dla grafow
skierowanych nie wystepuja krawedzie w przod. W zaleznoéci od rodzaju stosowanego przeszu-
kiwania, krawedzie poszczegdlnych klas moga mieé¢ ciekawe wlasnosci, ktére sa wykorzysty-
wane w réznego rodzaju algorytmach. Najciekawsza wlasnoécia, w przypadku przeszukiwa-
nia grafu wszerz, jest fakt, iz dla kazdej krawedzi (u,v) € E zachodzi d(u) = d(v) lub
d(u) = d(v) £ 1. Dzieki tej wlasnosci, algorytm BFS moze byé wykorzystywany do wyznacza-
nia najkrétszych Sciezek miedzy zadana para wierzchotkow.

Algorytm BFS zrealizowany zostat jako funkcja void Graph<V,E>::Bfs(int), ktora
przyjmuje jeden parametr — numer wierzchotka bedacego zrédlem przeszukiwania. Imple-
mentacja wymaga wzbogacenia struktury wierzchotkéw o dwie dodatkowe zmienne — int t
oraz int s. Po wykonaniu algorytmu na grafie, zmienna int t jest réwna odlegtoéci wierzchot-
ka od zZrodta wyszukiwania, natomiast zmienna int s zawiera numer wierzchotka, z ktérego
prowadzi znaleziona najkrotsza Sciezka. Zmienne int s wyznaczaja tzw. las przeszukiwania
grafu wszerz — przyklad takiego lasu przedstawiony jest na rysunku 2.2. Implementacja
funkcji void Graph<V,E>::Bfs(int) znajduje sie na listingu 2.5.

Listing 2.5: Implementacja funkcji void Graph<V,E>::Bfs(int)

// Po wykonaniu algorytmu BFS, pole int t wierzchotka zawiera odlegtos$¢ od

// zrédta (-1 w przypadku, gdy wierzchotek jest nieosiggalny ze zrédta), pole
// int s zawiera numer ojca w drzewie BFS (dla wierzchotka bedacego zrédiem

// wyszukiwania oraz wierzchotkéw nieosiggalnych jest to -1)

01 void Bfs(int s) {

// Dla kazdego wierzchotka w grafie ustawiana jest poczatkowa warto$¢ zmiennych
// t oraz s na -1. Zrédto wyszukiwania ma czas réwny O

02 FOREACH(it, g) it->t = it->s = -1;

03 gls].t = 0;

// Algorytm BFS jest realizowany przy uzyciu kolejki FIFO, do ktérej wstawiane
// sa kolejne wierzcholki oczekujgce na przetworzenie

04  int qu[SIZE(g)], b, e;

// Do kolejki wstawione zostaje zrédio

05 qulb =e = 0] = s;
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Rysunek 2.2: (a) nieskierowany graf o szesciu wierzchotkach: 0,1,2,3,4,5, (b) las BFS dla grafu z
rysunku (a) i wierzchotka zrédlowego 2 (w wierzchotkach wpisane sa wyznaczone cza-
sy). Krawedz (4,5) jest jedyna krawedzia niedrzewowa — jest ona jednoczes$nie krawedzia
poprzeczna.

Listing 2.5: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// Dopéki w kolejce sg jakies wierzchotki...

06  while (b <= e) {

07 s = qulb++];

// Dla kazdej krawedzi wychodzacej z aktualnie przetwarzanego wierzchotka,
// jesli wierzcholek do ktérego ona prowadzi nie byl jeszcze wstawiony do
// kolejki, wstaw go i wyznacz wartosSci zmiennych int t i int s

08 FOREACH(it, gls]) if (glit->v].t == -1) {
09 glqul++te] = it->v].t = gls].t + 1;

10 glit->v].s = s;

11 }

12}

13 }

Dla grafu przedstawionego na rysunku 2.2.a, po wykonaniu funkcji Graph<V,E>: :Bfs(2),
wartosci zmiennych wyliczone przez algorytm, przedstawione sa na listingu 2.6, natomiast na
listingu 2.7 umieszczony jest kod zrédtowy programu uzytego do wygenerowania tego wyniku.

Algorytm przeszukiwania graféw metoda BFS ma zlozono$é czasowa O(n + m). Wyni-
ka to z faktu, iz kazdy wierzcholek w grafie odwiedzany jest co najwyzej raz, a podczas
jego przetwarzania, wszystkie krawedzie z niego wychodzace sa analizowane jednokrotnie (w
przypadku krawedzi nieskierowanych sa one analizowane w obie strony niezaleznie).

Listing 2.6: Przyklad uzycia algorytmu BFS dla grafu z rysunku 2.2 i wierzchotka Zrodtowego 2.

Wierzcholek 0: czas = -1, ojciec w lesie BFS = -1
Wierzcholek 1: czas = 1, ojciec w lesie BFS = 2
Wierzcholek 2: czas = 0, ojciec w lesie BFS = -1
Wierzcholek 3: czas = 2, ojciec w lesie BFS = 1
Wierzcholek 4: czas = 1, ojciec w lesie BFS = 2
Wierzcholek 5: czas = 1, ojciec w lesie BFS = 2
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Listing 2.7: Kod Zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 2.6. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie¢ w pliku bfs_str.cpp

// Krawedzie grafu nieskierowanego wymagaja dodatkowego pola int rev

01 struct Ve {

02 int rev;

03 };

// Wzbogacenie wierzchotrkéw musi zawieraé pola wymagane przez algorytm BFS
04 struct Vs {

05 int t, s;

06 };

07 int main() {

08 int n, m, s, b, e;

// Wczytaj liczbe wierzcholkéw, krawedzi oraz numer wierzchotka startowego
09 cin >> n >> m >> s;

10 Graph<Vs, Ve> g(n);

// Dodaj do grafu wszystkie krawedzie

11 REP(x,m) {

12 cin >> b >> e;

13 g.EdgeU(b, e);

14 }

// Wykonaj algorytm BFS

15 g.Bfs(s);

// Wypisz wynik

16  REP(x, n) cout << "Wierzcholek " << x << ": czas =" << g.glx]l.t <<
17 ", ojciec w lesie BFS = " << g.glx].s << endl;

18 return O;
19 }

Zadanie: Mrowki i biedronka
Pochodzenie: Rozwiazanie:
VIII Olimpiada Informatyczna ants.cpp

Jak wiadomo, mréwki potrafia hodowa¢ mszyce. Mszyce wydzielaja stodka rose miodowa,
ktéra spijaja mrowki. Mrowki zas bronia mszyc przed ich najwigkszymi wrogami — biedronka-
mi.

Na drzewie obok mrowiska znajduje si¢ wtasnie taka hodowla mszyc. Mszyce zeruja na
lisciach oraz w rozgalezieniach drzewa. W niektéorych z tych miejsc znajduja si¢ réwniez
mrowki patrolujace drzewo. Dla ustalenia uwagi, mrowki sa ponumerowane od jeden w gére.
Hodowli zagraza biedronka, ktora zawsze siada na drzewie tam, gdzie sa mszyce, czyli na
lisciach lub w rozgatezieniach. W chwili, gdy gdzie$ na drzewie usiadzie biedronka, mrowki
patrolujace drzewo ruszaja w jej strone, aby ja przegonié¢. Kieruja sie przy tym nastepujacymi
zasadami:

e 7 kazdego miejsca na drzewie (liScia lub rozgalezienia) mozna doj$é do kazdego innego
miejsca (bez zawracania) tylko na jeden sposob; kazda mréwka wybiera wlasnie taka
droge do miejsca ladowania biedronki,

e jezeli w miejscu ladowania biedronki znajduje sie mréwka, biedronka natychmiast od-
latuje,
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e jezeli na drodze, od aktualnego potozenia mrowki do miejsca ladowania biedronki, zna-
jdzie sie inna mrowka, to ta polozona dalej od biedronki konczy wedréwke i zostaje w
miejscu swojego aktualnego polozenia,

e jezeli dwie lub wiecej mrowek prébuje wejsé na to samo rozgaltezienie drzewa, to robi
to tylko jedna mréwka — ta z najmniejszym numerem, a reszta mréwek pozostaje na
swoich miejscach (li§ciach lub rozgalezieniach),

e mréwka, ktéra dociera do miejsca ladowania biedronki, przegania ja i pozostaje w tym
miejscu.

Biedronka jest uparta i znowu laduje na drzewie. Wéwcezas mréwki ponownie ruszaja, aby
przegonié intruza.

Dla uproszczenia przyjmujemy, ze przejscie galazki laczacej 1is¢ z rozgalezieniem lub
taczacej dwa rozgalezienia, zajmuje wszystkim mréwkom jednostke czasu.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta opis drzewa, poczatkowe polozenia mréwek oraz miejsca, w ktérych kolejno
siada biedronka,

e dla kazdej mrowki znajdzie jej konicowe polozenie i wyznaczy liczbe méwiaca, ile razy
przegonila ona biedronke.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia znajduje si¢ jedna liczba catkowita n, réwna tacznej liczbie lisci i
rozgatezien w drzewie, 1 < n < 5000. Przyjmujemy, ze liscie i rozgalezienia sa ponumerowane
od 1 do n. W kolejnych n — 1 wierszach sa opisane gatazki — w kazdym z tych wierszy sa
zapisane dwie liczby catkowite a i b oznaczajace, ze dana gatazka taczy miejsca a i b. Gatazki
pozwalaja na przejscie z kazdego miejsca na drzewie, do kazdego innego miejsca. W n+1-szym
wierszu jest zapisana jedna liczba catkowita k, 1 < k < 1000, k£ < n, réwna liczbie mrowek
patrolujacych drzewo. W kazdym z kolejnych k wierszy zapisana jest jedna liczba catkowita
z przedziatu od 1 do n. Liczba zapisana w wierszu n + 1 + ¢ oznacza poczatkowe potozenie
mréwki nr i. W kazdym miejscu (lidciu lub rozgalezieniu) moze znajdowaé sie co najwyzej
jedna mréwka. W wierszu n + k + 2 zapisana jest jedna liczba catkowita I, 1 < I < 500,
moéwiaca ile razy biedronka siada na drzewie. W kazdym z kolejnych [ wierszy zapisana jest
jedna liczba catkowita z zakresu od 1 do n. Liczby te opisuja kolejne miejsca, w ktérych siada
biedronka.

Wyjscie
Twdj program powinien wypisaé k wierszy. W i-tym wierszu powinny zosta¢ zapisane dwie

liczby catkowite oddzielone pojedynczym odstepem — koncowa pozycja i-tej mréowki (numer
rozgaltezienia lub lidcia) i — liczba moéwiaca, ile razy przegonita ona biedronke.
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Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:

4
1 2
13 1
2 4
2
1
2
9 2 3
2
4
Poprawnym rozwiazaniem jest: 4
10
4 2
Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie Trudne H
acm.uva.es - zadanie 10187 acm.uva.es - zadanie 321 acm.uva.es - zadanie 589

acm.uva.es - zadanie 10959 | acm.uva.es - zadanie 10067 | acm.uva.es - zadanie 10097
spoj.sphere.pl - zadanie 206 | spoj.sphere.pl - zadanie 135 | spoj.sphere.pl - zadanie 212
acm.sgu.ru - zadanie 226 acm.sgu.ru - zadanie 213

2.3. Przeszukiwanie grafu w gtab

Inna metoda systematycznego przeszukiwania graféw jest al- H Litoratura H
gorytm DFS — przeszukiwanie w glab (ang. depth - first search). WDA| - 23.3
Metoda ta — podobnie jak BFS: dziala prawidlowo zaréwno dla -
graféw skierowanych, jak i nieskierowanych. Rozpoczyna ona prze- [KDP] - 2.2
szukiwanie grafu od pewnego startowego wierzchotka s, a nastep- [MD] - 7.3

nie rekurencyjnie odwiedza wszystkich jeszcze nie odwiedzonych

sasiadow przetwarzanego wierzchotka. Podczas wykonywania algorytmu, wyznaczane sa dla
kazdego wierzcholka trzy wartosci — d, f oraz s. Zmienne d i f reprezentuja odpowiednio
czasy wejscia oraz wyjscia z wierzchotka, natomiast s to numer wierzchotka-ojca w wyznac-
zonym lesie DFS. W algorytmie zaklada si¢, ze kazda wykonywana operacja (wejscie oraz
wyjscie z wierzchotka) zajmuje jednostke czasu. Czas wejscia do wierzchotka v jest rozu-
miany jako moment, w ktérym rozpoczeto przetwarzanie tego wierzchotka (przeszukiwanie
DFS po raz pierwszy odwiedzilo ten wierzchotek), natomiast czas wyjécia z wierzchotka v,
to czas, w ktorym przetwarzanie wierzchotka v zostalo zakonczone. Ze wzgledu na rekuren-
cyjne odwiedzanie wszystkich sasiadéw wierzchotka v przed zakonczeniem jego przetwarzania,
czasy wejscia oraz wyjscia reprezentuja poprawna strukture nawiasowa, w ktérej wejscie do
wierzchotka reprezentowane jest przez nawias otwierajacy, natomiast wyjscie — nawias za-
mykajacy. Na rysunkach 2.3.d oraz 2.3.e przedstawione sa przyktadowe kolejnosci przetwarza-
nia wierzchotkéw grafu.

Czasy wyznaczane przez algorytm DFS maja wiele zastosowan — stuza miedzy innymi do
znajdowania mostow, punktéw artykulacji, czy silnie spojnych sktadowych w grafach. Zmien-
na s dla wierzcholtka v (podobnie jak w algorytmie BFS) reprezentuje numer wierzchotka, z
ktérego wierzchotek v zostal odwiedzony — wszystkie wartosci s wyznaczaja las przeszukiwan
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w glab (przyklady takich laséw sa przedstawione na rysunkach 2.3.b oraz 2.3.c).
Implementacja algorytmu DFS, przedstawiona na listingu 2.8, jest zrealizowana przez
funkcje void Graph<V,E>::DfsR(int), przyjmujaca jako parametr numer wierzchotka, z
ktorego nalezy rozpoczaé przeszukiwanie. W przypadku, gdy parametr ten nie zostal podany,
wykonywane jest przeszukiwanie ze wszystkich, jeszcze nie odwiedzonych wierzchotkéw grafu,
w kolejnosci rosnacych numeréw (przyklad takiej sytuacji przedstawiono na rysunku 2.3.c).

Listing 2.8: Implementacja rekurencyjna przeszukiwania DFS jako funkcja void Graph <V,E>
: :DfsR(int)

// W polu int d kazdego wierzchotka algorytm umieszcza czas wejScia, w polu
// int £ - czas wyjscia, natomiast w polu int s - numer ojca w lesie DFS
// (wartosci te dla wierzcholkéw nieodwiedzonych sg réwne -1)

// Zmienna t jest uzywana do pamietania aktualnego czasu przetwarzania
01 int t;

// Funkcja rekurencyjna, przeszukujaca poddrzewo wierzchotka v metoda DFS
02 void DfsV(int v) {

// Ustaw czas wejScia do wierzcholka

03 glvl.d = ++t;

// Dla kazdej krawedzi wychodzacej z wierzcholka v, jesli wierzchotek, do
// ktérego prowadzi krawedz nie byl jeszcze odwiedzony, to go odwiedz

04  FOREACH(it, glv]) if (glit->v].s == -1) {
05 glit->v].s = v;

06 DfsV(it->v);

07}

// Ustaw czas wyjsScia z wierzchotka
08 glv] .f = ++t;

09 }
10 void DfsR(int e = -1) {
11 t = -1;

12 int b = 0;

// Dla wierzchotkéw z przedziatu [b..e] zostanie wywolana funkcja

// void DfsV(int) . Jesli do funkcji void DfsR(int) nie przekazano

// parametru, to przedziatem tym jest [0..SIZE(g)-1] (wszystkie wierzchotki w
// grafie), w przeciwnym przypadku [e..e] (tylko jeden wierzchoek)

13 == -17 e =S8IZE(g) - 1 : b = e;

14  REP(x, SIZE(g)) glx].d = glx].f = glx].s = -1;

// Wykonaj algorytm DFS dla wszystkich wierzchotkéw z przedziatu [b..e]

15 FOR(x, b, e) if (glx].s == -1) DfsV(x);

16 }

Implementacja przeszukiwania grafu metoda DFS, realizowana przez funkcje void Graph
<V,E>::DfsR(int), jest rekurencyjna. Podejscie takie jest stosunkowo proste w realizacji (nie
jest wymagane implementowanie wlasnego stosu aktualnie przetwarzanych wierzchotkéw),
jednak podczas operowania na duzych grafach, pojawia sie ryzyko przepelnienia stosu pro-
gramu, a co za tym idzie — doprowadzenie do btedu wykonania. W przypadku przeszukiwania
duzych graféw, nalezy upewnié sig, ze w systemie operacyjnym, w ktorym bedzie wykonywany
program, nie ma dodatkowego ograniczenia na stos lub jest ono na tyle duze, ze nie zagraza
dziataniu programu. W przypadku, gdy nie istnieje mozliwosé skorzystania z rekurencyjnej
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implementacji algorytmu, mozna uzyé¢ implementacji iteracyjnej, realizowanej przez funkcje
void Graph<V,E>::Dfs(int). Kod zrédlowy tej funkcji przedstawiony zostal na listingu

2.9.

Listing 2.9: Implementacja iteracyjna przeszukiwania grafu w glab jako funkcja void
Graph<V,E>: :Dfs(int)

01
02
03
04
05
!/
!/
06
!/
//
//
07
08
//
09
10
//
//
11
12
13
14
//
!/
15
!/
//
16
17
//
18
19
20
21
22
23

void Dfs(int e = -1) {
VI st(SIZE(g));
intt=-1,1=0, b=0;
e ==-17e=2S8IZE(g) - 1 : b = e;
REP(x, SIZE(g)) glx].d = glx].f = glx]l.s = -1;
Dla wszystkich wierzchotkéw z przedzialu [b..e], jesli wierzcholek nie byt
jeszcze odwiedzony. ..
FOR(s, b, e) if (gls]l.d == -1) {
Wstaw wierzchotek na stos i ustaw dla niego odpowiedni czas wejscia.
Zmienna f wierzcholka siuzy tymczasowo jako licznik nieprzetworzonych
krawedzi wychodzgcych z wierzchotka.
glst[i++] = s].d = ++t;
gls].f = SIZE(gls]);
Dop6ki stos jest niepusty...
while (i) {
int s = st[i - 1];
Przetwérz kolejng krawedZz wychodzacg z aktualnego wierzchotka, lub usuni
go ze stosu (gdy nie ma juz wiecej krawedzi)

if (1gls].f) {
gls].f = ++t;
__i;
} else {
Jesli wierzchotek, do ktérego prowadzi krawegdz nie byl jeszcze
odwiedzony, to...
if (gls = gls][--gls].£].v].d == -1) {
Ustaw numer wierzcholka-ojca w drzewie DFS oraz ustaw liczbe
nieprzetworzonych krawedzi wychodzacych z wierzcholka
glsl.s = st[i - 1];
gls].f = SIZE(gls]);
Wstaw wierzchotek na stos i ustaw czas wejscia
glst[i++] = s]l.d = ++t;
}
}
}
}
}

Algorytm przeszukiwania graféw metoda DFS ma zlozono$é O(n + m). Kazdy wierz-

chotek w grafie odwiedzany jest co najwyzej raz, a w ramach jego przetwarzania, sprawdzane
sa wszystkie krawedzie z niego wychodzace — operacja ta rowniez wykonywana jest jed-
nokrotnie.
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Rysunek 2.3: (a) Przyktadowy nieskierowany graf o siedmiu wierzchotkach. (b) Drzewo DFS dla zrédia
wyszukiwania w wierzchotku 3 (wewnatrz wierzchotkéw wpisane sa odpowiednio czasy we-
jécia oraz wyjscia). (c¢) Drzewo DF'S dla przeszukiwania calego grafu w kolejnosci rosngcych
numeréw wierzchotkéw (odpowiednik wywotania funkcji void Graph<V,E>::Dfs()). (d)
Kolejno$é przeszukiwania wierzchotkéw dla drzewa DFS z rysunku (b). (e) Kolejnosé
przeszukiwania wierzchotkéw dla drzewa DFS z rysunku (c).
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Dla nieskierowanego grafu przedstawionego na rysunku 2.3.a, po wykonaniu procedury
Graph<V,E>::Dfs(3), wartosci wyliczonych przez algorytm zmiennych sa przedstawione na
listingu 2.10. Jesli dla tego samego przykladu wykonaé przeszukiwanie calego grafu metoda
DFS — odpowiadajace wywolaniu funkcji Graph<V,E>::Dfs(), to wyznaczone wartosci
zmiennych beda takie, jak na listingu 2.11.

Listing 2.10: Wynik wykonania funkcji void Graph<V,E>::Dfs(3) dla grafu z rysunku 2.3.a
(rezultat jest zalezny od kolejnosci wstawiania krawedzi do grafu)

Wierzcholek 0: czas wejscia = -1, czas wyjscia = -1, ojciec w lesie DFS = -1
Wierzcholek 1: czas wejscia = -1, czas wyjscia = -1, ojciec w lesie DFS = -1
Wierzcholek 2: czas wejscia = 5, czas wyjscia = 8, ojciec w lesie DFS = 3
Wierzcholek 3: czas wejscia = 0, czas wyjscia = 9, ojciec w lesie DFS = -1
Wierzcholek 4: czas wejscia = 6, czas wyjscia = 7, ojciec w lesie DFS = 2
Wierzcholek 5: czas wejscia = 2, czas wyjscia = 3, ojciec w lesie DFS = 6
Wierzcholek 6: czas wejscia = 1, czas wyjscia = 4, ojciec w lesie DFS = 3

Listing 2.11: Wynik wykonania void Graph<V,E>::Dfs() (rezultat jest zalezny od kolejnosci
wstawiania krawedzi do grafu)

Wierzcholek 0: czas wejscia = 0, czas wyjscia = 3, ojciec w lesie DFS = -1
Wierzcholek 1: czas wejscia = 1, czas wyjscia = 2, ojciec w lesie DFS = 0

Wierzcholek 2: czas wejscia = 4, czas wyjscia = 13, ojciec w lesie DFS = -1
Wierzcholek 3: czas wejscia = 7, czas wyjscia = 12, ojciec w lesie DFS = 2
Wierzcholek 4: czas wejscia = 5, czas wyjscia = 6, ojciec w lesie DFS = 2

Wierzcholek 5: czas wejscia = 9, czas wyjscia = 10, ojciec w lesie DFS = 6
Wierzcholek 6: czas wejscia = 8, czas wyjscia = 11, ojciec w lesie DFS = 3

Listing 2.12: Program uzyty do wyznaczenia wyniku z listingéw 2.10 i 2.11. Pelny kod zrédlowy
tego programu znajduje si¢ w pliku dfs_str.cpp

// Krawedzie grafu nieskierowanego wymagaja dodatkowego pola int rev

01 struct Ve {

02 int rev;

03 };

// Wzbogacenie wierzcholkéw przechowujace wynik generowany przez algorytm DFS
04 struct Vs {

05 int d, f, s;

06 };

07 int main() {

08 int n, m, s, b, e;

// Wczytaj liczbe wierzcholkéw, krawedzi oraz numer wierzchotka startowego
09 cin >> n >> m >> s;

// Skonstruuj odpowiedni graf

10 Graph<Vs, Ve> g(n);

// Dodaj do grafu wszystkie krawedzie

11 REP(x,m) {

12 cin >> b >> e;
13 g.EdgeU(b, e);
14 }
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Listing 2.12: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// Wykonaj algorytm DFS i wypisz wynik

15 g.Dfs(s);

16 ~ REP(x, SIZE(g.g)) cout << "Wierzcholek " << x << ": czas wejscia = " <<
17 g.glx]l.d << ", czas wyjscia = " << g.glx].f <<

18 ", ojciec w lesie DFS = " << g.glx]l.s << endl;

19 return 0;

20 }

Zadanie: Komiwojazer Bajtazar
Pochodzenie: Rozwiazanie:
IX Olimpiada Informatyczna kom. cpp

Komiwojazer Bajtazar cigzko pracuje podrozujac po Bajtocji. W dawnych czasach komiwo-
jazerowie sami mogli wybiera¢ miasta, ktore chcieli odwiedzi¢ i kolejnos¢ w jakiej to czynili,
jednak te czasy minely juz bezpowrotnie. Z chwila utworzenia Centralnego Urzedu d/s Kon-
troli Komiwojazerow, kazdy komiwojazer otrzymuje z Urzedu liste miast, ktére moze odwiedz-
i¢ i kolejno$¢ w jakiej powinien to uczynié. Jak to zazwyczaj bywa z centralnymi urzedami,
narzucona kolejnos¢ odwiedzania miast nie ma zbyt duzo wspdélnego z kolejnoscia optymalna.
Przed wyruszeniem w trase Bajtazar chcialby przynajmniej dowiedzieé¢ sie, ile czasu zajmie
mu odwiedzenie wszystkich miast — obliczenie tego jest Twoim zadaniem.

Miasta w Bajtocji sa ponumerowane od 1 do n. Numer 1 ma stolica Bajtocji, z niej
wlasdnie rozpoczyna podréz Bajtazar. Miasta polaczone sa siecia dréog dwukierunkowych. Po-
dréz miedzy dwoma miastami bezposrednio potaczonymi droga zawsze zajmuje 1 jednostke
czasu. Ze stolicy mozna dotrze¢ do wszystkich pozostatych miast Bajtocji. Jednak sie¢ drég
zostalta zaprojektowana bardzo oszczednie, stad drogi nigdy nie tworza cykli.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejscia opis sieci drég Bajtocji oraz liste miast, ktére musi
odwiedzi¢ Bajtazar

e obliczy sumaryczny czas podrézy Bajtazara,

e wypisze wynik na standardowe wyjscie

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia zapisana jest jedna liczba catkowita n réwna liczbie miast w
Bajtocji (1 < n < 30000). W kolejnych n — 1 wierszach opisana jest sie¢ drog — w kazdym
z tych wierszy sa zapisane dwie liczby catkowite a i b (1 < a,b < n, a # b), oznaczajace,
ze miasta a i b potaczone sa droga. W wierszu o numerze n + 1 zapisana jest jedna liczba
calkowita m réwna liczbie miast, ktére powinien odwiedzi¢ Bajtazar, (1 < m < 50000). W
nastepnych m wierszach zapisano numery kolejnych miast na trasie podrézy Bajtazara — po
jednej liczbie w wierszu.

Wyjscie
W pierwszym i jedynym wierszu wyjscia powinna zostaé zapisana jedna liczba catkowita
rowna tacznemu czasowi podrézy Bajtazara.
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Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:

5
1 2
15
35 Poprawnym rozwiazaniem jest:
4 5
4 7
1
3
2
5
Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie ‘ Trudne H
acm.uva.es - zadanie 260 acm.uva.es - zadanie 871 acm.uva.es - zadanie 10410

acm.uva.es - zadanie 280 | acm.uva.es - zadanie 10802 | spoj.sphere.pl - zadanie 287
acm.uva.es - zadanie 459 | spoj.sphere.pl - zadanie 38
acm.uva.es - zadanie 776 | spoj.sphere.pl - zadanie 372

2.4. Silnie spdjne sktadowe

Graf skierowany G = (V, E) nazywany jest silnie spéjnym, H Titeratura H
jezeli dla kazdej pary wierzcholkéw u,v € V z tego grafu, ist-
nieje Sciezka prowadzaca z wierzchotka u do wierzchotka v oraz z [WDA] - 23.5
wierzchotka v do wierzchotka u (u~> v oraz v ~ u). [ASD] - 7.3

Dla kazdego skierowanego grafu G mozna dokonaé takiego podzi-
alu jego wierzchotkéw na maksymalne (w sensie zawierania) roztaczne zbiory, ze grafy in-
dukowane przez te zbiory stanowia silnie spéjne skladowe (ang. strongly connected com-
ponents). Wyznaczanie silnie spojnych sktadowych jest czesto istotne przy rozwiazywaniu
roznych problemoéw grafowych, nie tylko ze wzgledu na mozliwo$é zredukowania wielkosci
problemu (poprzez niezalezne analizowanie poszczegdlnych, silnie spéjnych sktadowych), ale
rowniez ze wzgledu na mozliwos¢ sprowadzenia grafu do postaci acyklicznej poprzez wyz-
naczenie grafu silnie spéjnych sktadowych (przyklad takiego grafu przedstawiony jest na
rysunku 2.4.b).

Do wyznaczania silnie spdjnych sktadowych wykorzystuje sie informacje wygenerowane
przez algorytm DFS. W pierwszym kroku, dla wszystkich wierzchotkéw wyznacza sie ich
czasy przetworzenia (f) przez algorytm DFS, a nastepnie odwraca sie skierowanie wszyst-
kich krawedzi w grafie i wykonuje si¢ algorytm DFS jeszcze raz, tym razem rozpoczynajac
przeszukiwanie grafu z wierzchotkéw w kolejnosci malejacych wartosci f. Kazde pojedyncze
drzewo przeszukiwania w gtab z fazy drugiej stanowi jedna silnie spdjna sktadowa.

Poprawno$é takiego algorytmu wynika z nastepujacych trzech faktow:

e jesli w grafie istnieja $ciezki u ~» v oraz v ~ u, to wierzchotki u i v naleza do tej samej
silnie spojnej sktadowej, a przeszukiwanie w gltab umiesci oba wierzchotki w tym samym
drzewie DF'S, gdyz bez wzgledu na to ktéry wierzchotek zostanie odwiedzony wczesniej
podczas drugiej fazy algorytmu, drugi bedzie jego potomkiem.

e jesli w grafie nie istnieje Sciezka u ~ v, ani v ~ wu, to wierzchotki nie moga znalez¢ sie w
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tym samym drzewie przeszukiwan DFS oraz nie sa w tej samej silnie spojnej sktadowej.

e jesli istnieje tylko jedna Sciezka (dla ustalenia uwagi niech to bedzie u ~ v), to pierwsza
faza algorytmu DFS przypisze mniejsza wartos¢ f wierzchotkowi v, co spowoduje, ze
w drugiej fazie, jako pierwszy, zostanie odwiedzony wierzchotek v. Ze wzgledu na brak
Sciezki v ~» u, wierzchotki u i v trafia do réznych drzew przeszukiwan DFS.

Funkcja void Graph<V,E>::SccS() dla kazdego wierzchotka wyznacza numer silnie
spbjnej sktadowej do ktorej on nalezy — informacja ta jest umieszczana w dodatkowej zmi-
ennej wierzchotka int t. Implementacja tego algorytmu przedstawiona zostala na listingu
2.13.

Listing 2.13: Implementacja funkcji void Graph<V,E>::SccS()

// Zmienna nr w pierwszej fazie algorytmu uzywana jest do pamietania czasu

// odwiedzania wierzcholkéw, natomiast w drugiej fazie algorytmu do numerowania
// silnie spéjnych sktadowych

01 int nr;

// Funkcja rekurencyjna, przeszukujaca poddrzewo wierzchotka v. Jest ona

// uzywana do realizacji obu faz przeszukiwania DFS

02 void SccSDfs(int v) {

// Jesli wierzcholek nie byt odwiedzony, to go odwiedz

03 if (glvl.t == -1) {

04 glvl.t = nr;
// OdwiedZz wszystkie wierzchotki, do ktérych prowadzi krawedz z v
05 FOREACH(it, gl[v]) SccSDfs(it->v);

// Jesli wykonywana jest pierwsza faza algorytmu, to ustaw zmienng t
// wierzcholka na czas przetworzenia (odejmowanie wartosci 3 gwarantuje
// przydzielanie numeréw poczynajac od O wzwyz)

06 if (nr < 0) glv]l.t = -(--nr) - 3;

o7}

08 }

// Wtasciwa funkcja, wykonujaca wyznaczanie silnie spéjnych sktadowych
09 void SccS() {

// Zbuduj graf transponowany gt oraz ustaw wartosci zmiennych t

// wierzchotkéw na -1 (nieodwiedzone)

10  Graph<V, E> gt(SIZE(g));

11 REP(x, SIZE(g)) {

12 glx]l.t = gt.glx].t = -1;

13 FOREACH(it, glx]) gt.EdgeD(it->v, x);
14 }

15 gt.nr = -2;

16 nr = 0;

17 VI v(SIZE(g));

// Wykonaj pierwszg faze przeszukiwania w gigb na grafie transponowanym oraz
// wypeinij wektor v numerami wierzchotkéw w kolejnosci rosngcych czaséw

// przetworzenia DFS

18  REP(x, SIZE(g)) {

19 gt.SccSDfs (x) ;
20 vigt.glx]l.t] = x;
21 }
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(b)

Rysunek 2.4: (a) przykladowy graf skierowany o o$miu wierzchotkach. (b) graf silnie sp6jnych sktad-

owych wyznaczony dla grafu z rysunku (a). Wierzchotek 0 reprezentuje zbiér wierzchotkéw
{071}3 1 7{5}3 2— {27334}3 37{6}3 4— {7}

Listing 2.13: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// Wykonaj druga faze przeszukiwania w gigb na oryginalnym grafie.
22 FORD(x, SIZE(g) - 1, 0) {

23 SccSDfs (v[x]);

24 nr++;

25}

26 }

W wielu przypadkach, wyliczenie dla kazdego wierzchotka v z grafu G numeru silnie
spbéjnej sktadowej, do ktérej on nalezy, nie jest wystarczajace. Czesto przydaje sie rowniez
skonstruowanie grafu silnie spdjnych skladowych G’, w ktérym kazdy wierzcholek reprezentu-
je jedna silnie spéjna sktadowa. Niech v oraz v’ beda wierzchotkami w grafie G’ silnie spdjnych
skladowych grafu G. Wierzcholki te sa polaczone skierowana krawedzia (v, v") wtedy, gdy w
grafie G istnieja wierzcholki u oraz v polaczone krawedzia (u, v), nalezace odpowiednio do sil-
nie spojnych skladowych, reprezentowanych przez wierzchotki u’ oraz v’. Graf silnie spéjnych
sktadowych dla przykladowego grafu z rysunku 2.4.a przedstawiony jest na rysunku 2.4.b.
Kazdy graf silnie spéjnych sktadowych jest acykliczny — gdyby bowiem istnial w nim cykl,
to wszystkie wierzchotki na nim lezace reprezentowalyby te sama silnie spdjna sktadowa.

Funkcja Graph<V,E> Graph<V,E>::Scc(), ktérej implementacja zostata przedstawiona
na listingu 2.14, oprécz wyznaczania wartosci zmiennych int t, jako wynik swojego dziatania
zwraca dodatkowo graf silnie spéjnych sktadowych. Wierzchotki tego grafu sa numerowane
zgodnie z porzadkiem topologicznym (od wierzchotka o wigkszym numerze nie prowadzi
krawedz do wierzchotka o numerze mniejszym), co jest bardzo pozyteczna wlasnoscia podczas
rozwiazywania wielu zadan.
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Listing 2.14: Implementacja funkcji Graph<V,E> Graph<V,E>::Scc()

// Wektor stuzacy do odznaczania odwiedzonych wierzchotkéw

01 VI vis;

// Wskaznik do konstruowanego grafu silnie spéjnych sktadowych

02 Graph<V, E> *sccRes;

// Funkcja przechodzaca graf algorytmem DFS. Jest ona wykorzystywana dwukrotnie -
// w pierwszej fazie podczas wyznaczania kolejnosci wierzchorkéw dla drugiej fazy,
// oraz podczas drugiej fazy - do wyznaczania silnie spéjnych sktadowych oraz

// konstrukcji grafu silnie spéjnych sktadowych

03 void SccDfs(int v, int nr, bool phase) {

// Zaznacz wierzcholek jako odwiedzony

04 glvl.t = 1;

// Jesli wykonywana jest druga faza przeszukiwania, to ustaw dla wierzchotka

// numer silnie spéjnej sktadowej

05 if (!phase) vis[v] = nr;

// 0OdwiedZ kolejne wierzcholki oraz (je$li wykonywana jest druga faza) dodaj

// krawedz do konstruowanego grafu silnie spéjnych sktadowych

06  FOREACH(it, glv]) if (glit->v].t == -1) SccDfs(it->v, nr, phase);
07  else if (!phase && nr > vis[it->v])
08 sccRes->EdgeD(g[it->v].t, vis[it->v] = nr);

// Jesli wykonywana jest pierwsza faza, to wstaw wierzchotek do listy, jesli
// natomiast druga, to zaktualizuj jego czas

09 if (phase) vis.PB(v);

10 else g[v].t = nr;

11}

// Funkcja wyznaczajgca silnie spéjne sktadowe w grafie

12 Graph<V, E> Scc() {

// Graf gt to graf transponowany, natomiast res to konstruowany graf
// silnie spéjnych sktadowych

13 Graph<V, E> gt(SIZE(g)), res(SIZE(g)), *tabl[] = {

14 this, &gt};

15 gt.sccRes = &res;

16  gt.vis.resize(SIZE(g), -1);

17 vis.clear();

// Budowa grafu transponowanego

18  REP(i, SIZE(g)) FOREACH(it, gl[il) gt.EdgeD(it->v, i);

// PrzeprowadZ dwie fazy algorytmu DFS...

19  REP(i, 2) {

// Zaznacz wierzcholki jako nieodwiedzone

20 FOREACH(it, tab[i]l->g) it->t = -1;

21 int comp = 0, v;

// Dla kolejnych, nieodwiedzonych wierzchotkéw, wykonaj przeszukiwanie
22 FORD(j, SIZE(g) - 1, 0)

23 if (tabl[il->glv = (1 ? vis[j] : j)].t == -1)
24 tab[i]->SccDfs (v, comp++, 1 - i);

25 if (i) res.g.resize(comp);

26}

27  REP(i, SIZE(g)) glil.t = gt.glil.t;
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Listing 2.14: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

28 return res;

29 }

Ztozonosé czasowa obu przedstawionych funkcji — void Graph<V,E>::SccS() oraz Graph
<V,E> Graph<V,E>::Scc() jest liniowa ze wzgledu na wielko$é¢ wejsciowego grafu (O(n +
m)). Wynika to z faktu, ze obie funkcje wykonuja dwukrotnie zmodyfikowany algorytm DF'S.
Funkcja void Graph<V,E>::SccS() nie tylko jest krotsza w implementacji, ale w praktyce
okazuje sie by¢ szybsza, ze wzgledu na brak koniecznosci konstruowania grafu wynikowego,
dlatego tez, jesli rezultat przez nia wyznaczany jest wystarczajacy, nie nalezy korzystaé z
Graph<V,E> Graph<V,E>::Scc().

Listing 2.15: Wynik wyznaczony przez funkcje Graph<V,E>

::Scc () dla grafu z rysunku 2.4.a

Wierzcholek 0 nalezy
Wierzcholek 1 nalezy
Wierzcholek 2 nalezy
Wierzcholek 3 nalezy
Wierzcholek 4 nalezy
Wierzcholek 5 nalezy
Wierzcholek 6 nalezy

Wierzcholek 7 nalezy

do
do
do
do
do
do
do
do

silnie
silnie
silnie
silnie
silnie
silnie
silnie
silnie

spojnej
spojnej
spojnej
spojnej
spojnej
spojnej
spojnej
spojnej

Graf silnie spojnych skladowych:

0: 234
1: 2

2:
3
4

skladowej
skladowej
skladowej
skladowej
skladowej
skladowej
skladowej
skladowej

numer
numer
numer
numer
numer
numer
numer
numer

=W R NN NN OO

Listing 2.16: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 2.15. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie¢ w pliku scc_str.cpp

01 struct Ve {};

// Wzbogacenie wierzcholkéw zawiera pole, w ktérym umieszczany jest numer

// silnie spéjnej sktadowej

02 struct Vs {
03  int t;

04 };

05 int main() {

06 int n, m, s, b, e;

07 Ve ed;

// Wczytaj liczbe wierzcholkéw oraz krawedzi

08 cin >> n >> m;

09  Graph<Vs, Ve> g(n);

// Dodaj do grafu wszystkie krawedzie

10 REP(x, m) {

11 cin >> b >> e;

12 g.EdgeD(b, e)

’
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Listing 2.16: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

13 }

// Wykonaj algorytm Scc oraz wypisz wyznaczony wynik

14 Graph<Vs, Ve> scc = g.Scc();

15  REP(x,n) cout << "Wierzcholek " << x <<

16 " nalezy do silnie spojnej skladowej numer " << g.gl[x].t << endl;
17 cout << "Graf silnie spojnych skladowych: " << endl;

18 scc.Write();

19 return 0;

20 }

Zadanie: Drogi
Pochodzenie: Rozwiazanie:
Potyczki Algorytmiczne 2005 road.cpp

W Bajtocji jest n miast. Miasta sa polaczone jednokierunkowymi drogami. Kazda droga
taczy tylko dwa miasta i nie przechodzi przez zadne inne. Niestety, nie zawsze z kazdego
miasta da si¢ dojechaé do kazdego innego. Krél Bajtazar postanowil rozwigzaé¢ ten problem.
Krél ma $wiadomosé, ze budowanie nowych drog jest bardzo kosztowne, a budzet Bajtocji
nie jest zbyt zasobny. Dlatego tez poprosit Ci¢ o pomoc. Nalezy obliczy¢ minimalng liczbe
jednokierunkowych drog, ktore trzeba zbudowaé, zeby z kazdego miasta dato sie dojechaé do
kazdego innego miasta.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wezyta opis istniejacej sieci drég,

e obliczy minimalna liczbe drég, ktore trzeba dobudowaé tak, aby z kazdego miasta w
Bajtocji dalo sie dojechaé¢ do kazdego innego,

e wypisze wynik.

Wejscie

Pierwszy wiersz zawiera dwie liczby caltkowite n i m (2 < n < 10000,0 < m < 100000)
oddzielone pojedynczym odstepem i oznaczajace, odpowiednio, liczbe miast i liczbe drég w
Bajtocji. Miasta sa ponumerowane od 1 do n. W kazdym z kolejnych m wierszy znajduja sie
dwie liczby catkowite, oddzielone pojedynczym odstepem. W ¢+ 1 wierszu znajduja sie liczby
a; 1b; (1 <a;b; <ndlal<i<m), reprezentuja one jednokierunkowa droge prowadzaca z
miasta a; do b;.

Wyjscie
Pierwszy i jedyny wiersz wyjécia powinien zawiera¢ doktadnie jedna nieujemna liczbe catkow-

ita — minimalna liczbe drog, ktére trzeba zbudowaé w Bajtocji tak, aby z kazdego miasta
dato sie¢ dojechaé¢ do kazdego innego miasta.
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Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:
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Poprawnym rozwiazaniem jest:

Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie Trudne H
acm.uva.es - zadanie 10731 | acm.uva.es - zadanie 247 | acm.uva.es - zadanie 125
spoj.sphere.pl - zadanie 51 acm.uva.es - zadanie 10510

2.5. Sortowanie topologiczne

Skierowany graf acykliczny (ang. directed acyclic graph), jest

i < ) . ) ) - H Literatura H
to graf, ktory nie posiada cykli. Innymi stowy, w grafie takim nie WDA] - 23.4
istnieje para wierzchotkow u i v potaczonych Sciezkami u ~» v i i
S potaczony [ASP] - 433

Sortowanie topologiczne skierowanego grafu G = (V, E) polega
na takim uporzadkowaniu wierzcholkéw ze zbioru V', aby dla kazdej krawedzi (u,v) € FE,
wierzcholek u znajdowal sie przed wierzchotkiem v. Sortowanie topologiczne daje sie wyz-
naczy¢ dla wszystkich graféw skierowanych nie zawierajacych cykli. Do wykonania tego zada-
nia mozna wykorzystac¢ algorytm DFS — jedyne, co nalezy zrobi¢, to posortowaé¢ wierzchotki
w kolejnosci malejacych czasoéw przetworzenia f.

Zalézmy, ze mamy dany skierowany acykliczny graf G oraz dwa wierzchotki w oraz v. Niech
wartosci f wyznaczone dla tych wierzchotkéw przez algorytm DFS beda réwne odpowiednio
uy ivy, oraz zalézmy bez straty ogdlnosci, ze uy < vy. Zgodnie z naszym sposobem wyznacza-
nia porzadku topologicznego, wierzcholek v zostanie umieszczony przed wierzchotkiem wu.
Postgpowanie takie jest zgodne z definicja porzadku topologicznego, gdyz z warunku uy < vy
oraz z acyklicznodci grafu G wynika, ze w grafie tym nie ma krawedzi (u,v).

Algorytm DFS, oprécz zmiennych int f, wyznacza réwniez inne, niepotrzebne z punktu
widzenia sortowania topologicznego wartosci, dlatego tez implementacja funkcji void Graph
<V,E>::TopoSort () nie korzysta z przedstawionej wczesniej implementacji algorytmu DF'S.
Wyznaczony porzadek topologiczny umieszczany jest w dodatkowych polach wierzchotkow
int t — pierwszy wierzchotek ma ta warto$é réwna 0, drugi — 1... Listing 2.17 przedstawia
implementacje funkcji void Graph<V,E>::TopoSort ().
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Rysunek 2.5: (a) Przyktadowy skierowany graf acykliczny (b) jeden z mozliwych porzadkéw topolog-

icznych okreslonych na zbiorze wierzchotkéw grafu z rysunku (a)

Listing 2.17: Implementacja funkcji void Graph<V,E>::TopoSort ()

01 int topo;

// Funkcja wykonujaca algorytm DFS z wierzchotka v i aktualizujaca wartosci
// zmiennych t

02 void TopoDfs(int v) {

// Jesli wierzchotek nie byt odwiedzony, to nalezy go odwiedzié

03 if (lglvl.t) {

// Zaznacz wierzchotek jako odwiedzony

04 glvl.t = 1;

// 0OdwiedZ wszystkie wierzchotki, do ktérych prowadzi krawedZz z v
05 FOREACH(it, gl[v]) TopoDfs(it->v);

// Zaktualizuj warto$¢ t przetwarzanego wierzchotka

06 glvl.t = --topo;

o7}

08 }

// Wtasciwa funkcja implementujaca sortowanie topologiczne
09 void TopoSort() {

10  FOREACH(it, g) it->t = 0;

11  topo = SIZE(g);

// 0OdwiedZz wszystkie wierzcholki w grafie

12 FORD(x, topo - 1, 0) TopoDfs(x);

13 }

W wielu przypadkach, forma wyniku obliczana przez funkcje void Graph<V,E>: :TopoSort ()
jest nieporeczna w uzyciu — czesto oczekiwanym rezultatem jest posortowana lista wierz-
chotkéw grafu. Funkcja VI Graph<V,E>::TopoSortV(), ktorej implementacja przedstaw-
iona jest na listingu 2.18, jako wynik dzialania zwraca wektor liczb reprezentujacych numery
kolejnych wierzchotkéw w porzadku topologicznym.

Listing 2.18: Implementacja funkcji VI Graph<V,E>::TopoSortV()

1 VI TopoSortV() {

2 VI res(SIZE(g));

// Wyznacz sortowanie topologiczne

3  TopoSort();

// Na podstawie wartosci zmiennych t wierzcholkéw, wyznacz wektor z wynikiem
4  REP(x, SIZE(g)) reslglx].t] = x;
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Listing 2.18: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

5 return res;

6}

Czas dziatania algorytmu sortowania topologicznego to O(n + m), co wynika bezposrednio z
faktu, iz jest on modyfikacja przeszukiwania grafu w glab.

Listing 2.19: Wynik wyznaczony przez funkcje VI Graph<V,E>::TopoSortV() dla grafu z ry-
sunku 2.5.a

Kolejnosc topologiczna wierzcholkow: 0 1 3 4 2 5

Wierzcholek 0 ma pozycje 0 w porzadku topologicznym
Wierzcholek 1 ma pozycje 1 w porzadku topologicznym
Wierzcholek 2 ma pozycje 4 w porzadku topologicznym
Wierzcholek 3 ma pozycje 2 w porzadku topologicznym
Wierzcholek 4 ma pozycje 3 w porzadku topologicznym
Wierzcholek 5 ma pozycje 5 w porzadku topologicznym

QLW N =

Listing 2.20: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 2.19. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku toposort_str.cpp

01 struct Ve {};

// Wzbogacenie wierzcholka o pole t, w ktérym umieszczany jest wynik
02 struct Vs {

03  int t;

04 };

05 int main() {

06 intn, m, b, e;

// Wczytaj liczbe wierzcholkéw oraz krawedzi, stwérz graf o odpowiedniej wielkosci
07 cin >> n >> m;

08 Graph<Vs, Ve> g(n);

// Dodaj do grafu wszystkie krawedzie skierowane

09  REP(x,m) {

10 cin >> b >> e;
11 g.EdgeD(b, e);
12 }

// Wyznacz porzadek topologiczny oraz wypisz wynik

13 VI res = g.TopoSortV();

14 cout << "Kolejnosc topologiczna wierzcholkow: ";

15 FOREACH(it, res) cout << *it << " ";

16 cout << endl;

17  REP(x, SIZE(g.g)) cout << "Wierzcholek " << x << " ma pozycje " <<

18 g.glx].t << " w porzadku topologicznym" << endl;
19 return 0;
20 }
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Zadanie: Spokojna komisja
Pochodzenie: Rozwiazanie:
VIII Olimpiada Informatyczna comm. Cpp

W parlamencie Demokratycznej Republiki Bajtocji, zgodnie z Bardzo Wazna Ustawa, nalezy
ukonstytuowaé¢ Komisje Poselska do Spraw Spokoju Publicznego. Niestety sprawe utrudnia
fakt, iz niektorzy postowie wzajemnie si¢ nie lubia.

Komisja musi spelnia¢ nastepujace warunki:

e kazda partia ma dokladnie jednego reprezentanta w Komisji,
e jesli dwaj postowie sie nie lubia, to nie moga jednoczesnie by¢ w Komisji.

Kazda partia ma w parlamencie doktadnie dwoch postéw. Wszyscy postowie sa ponumerowani
liczbami od 1 do 2n. Postowie o numerach 27 — 1 i 2 naleza do partii o numerze 1.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wezyta liczbe partii oraz pary postow, ktérzy sie wzajemnie nie lubia,
e wyznaczy sktad Komisji, lub stwierdzi, ze nie da si¢ jej ukonstytuowad,

e wypisze wynik

Wejscie

W pierwszym wierszu wejécia znajduja sie dwie nieujemne liczby catkowite n i m. Liczba
n, spetniajaca warunki 1 < n < 8000, oznacza liczbe partii. Liczba m, spetniajaca warunki
0 < m < 20000, oznacza liczbe par nielubiacych sie postéw. W kazdym z kolejnych m wier-
szy zapisana jest para liczb naturalnych a i b, 1 < a # b < 2n, oddzielonych pojedynczym
odstepem. Oznacza ona, ze postowie o numerach a i b wzajemnie sie nie lubia.

Wyjscie

W pierwszym i jedynym wierszu wyjscia powinno znalezé sie pojedyncze stowo NIFE, jesli
utworzenie Komisji nie jest mozliwe. W przypadku, gdy utworzenie Komisji jest mozliwe, pro-
gram powinien wypisa¢ n liczb catkowitych z przedziatlu od 1 do 2n, zapisanych w kolejnosci
rosnacej i oznaczajacych numery postéw zasiadajacych w Komisji. Kazda z tych liczb powin-
na zosta¢ zapisana w osobnym wierszu. Jedli Komisje mozna utworzy¢ na wiele sposobow,
Twdj program moze wypisa¢ dowolny z nich.

Przyktad
Dla nastepujacego wejscia: Poprawnym rozwigzaniem jest:
3 2 1
13 4
2 4 6
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Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie Trudne H
acm.uva.es - zadanie 124 | acm.uva.es - zadanie 200 | acm.uva.es - zadanie 10319
acm.uva.es - zadanie 10305 | acm.sgu.ru - zadanie 230 | spoj.sphere.pl - zadanie 44
spoj.sphere.pl - zadanie 70

2.6. Acyklicznosé

Majac dany graf G = (V, E) (skierowany badZ nieskierowany), mozna zadaé pytanie,
czy jest on acykliczny. Acykliczno$é grafu jest pozadana wlasnoscia w wielu algorytmach.
Przyktadowo, wyznaczanie topologicznego porzadku wierzchotkéw grafu skierowanego jest
mozliwe pod warunkiem, ze graf, dla ktérego wyznaczany jest ten porzadek, jest acykliczny.
Opisany w poprzednim rozdziale algorytm zaktada prawdziwo$é¢ tego faktu i nie sprawdza
acyklicznosci grafu.

W przypadku graféw skierowanych, stosunkowo tatwo mozna
zmodyfikowaé algorytm stuzacy do sortowania topologicznego gra-
fu, wzbogacajac go o dodatkowy test na acyklicznos¢. Wystarczy
pod koniec algorytmu sprawdzi¢, czy wszystkie krawedzie prowa-
dza od wierzchotkéw znajdujacych sie wezesniej, do wierzchotkéw znajdujacych sie pdzniej
w porzadku topologicznym. Implementacja tej metodologii jest zrealizowana w funkcji bool
Graph<V,E>::AcyclicD() — do dziatania wymaga ona zaimplementowania funkcji void
Graph<V,E>::TopoSort (), a zatem wykorzystuje réwniez dodatkowe pole int t wierz-
chotkéw. Implementacja tej funkcji znajduje sie na listingu 2.21.

H Literatura H
| [WDA] - 5.4 |

Listing 2.21: Implementacja funkcji bool Graph<V,E>::AcyclicD()

// Funkcja sprawdzajaca, czy dany graf skierowany jest acykliczny

1 bool AcyclicD() {

// Wyznacz sortowanie topologiczne

2 TopoSort () ;

// Dla kazdej krawedzi w grafie sprawdZ, czy prowadzi ona od wierzchotka

// wczesniejszego do wierzchotka péZniejszego w porzadku topologicznym

3 FOREACH(it, g) FOREACH(it2, *it) if (it->t >= g[it2->v].t) return false;
4 return true;

5}

Algorytm realizowany przez funkcje bool Graph<V,E>::AcyclicD() nie dziala prawidlowo
w przypadku graféw nieskierowanych — reprezentacja krawedzi (u, v) w takich grafach sktada
sie z dwdch krawedzi skierowanych: (u, v), oraz (v, u). W podejsciu realizowanym przez funkcje
bool Graph<V,E>::AcyclicD(), kazdy graf nieskierowany z co najmniej jedna krawedzia
uwazany jest za zawierajacy cykl.

Dla graféw acyklicznych potrzebny jest inny algorytm. Funkcja bool Graph<V,E>::
AcyclicUQ), ktorej kod zrédlowy zostal przedstawiony na listingu 2.22, jest implementacja
pomystu dziatajacego wlasnie dla takich graféw. Wykonuje ona algorytm DFS dla wszyst-
kich wierzchotkéw w grafie i w momencie powtérnego wejscia do tego samego wierzchotka
stwierdza, ze zawiera on cykl. Problem z reprezentacja krawedzi nieskierowanych w postaci
pary krawedzi skierowanych zostal rozwiazany poprzez nieprzetwarzanie krawedzi, po ktorej
algorytm wszedt do wierzchotka. Funkcja bool Graph<V,E>::AcyclicUQ) traktuje kazda
petle oraz multikrawedzie jako cykl.
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Rysunek 2.6: (a) Nieskierowany graf acykliczny (b) Skierowany graf zawierajacy cykl 5 —4 — 0 — 5

Listing 2.22: Implementacja funkcji bool Graph<V,E>::AcyclicU()

// Wskaznik na tablice stuzacag do odznaczania wierzchotkéw odwiedzonych
01 bool *vis;

// Zmienna, w ktérej umieszczany jest wynik

02 bool acyc;

// Funkcja przeszukujgca poddrzewo wierzchotka v w celu znalezienia cyklu
03 void AcDfs(int v, Ed * p) {

// Jesli wierzcholek nie byl jeszcze odwiedzony...

04 if (lvis[v]) {

05 vis[v] = 1;

// Przetwérz jego wszystkie krawedzie za wyjatkiem tej, po ktérej przyszedies
// od ojca

06 FOREACH(it, glv]) if (& (*it) !'= p) AcDfs(it->v, &glit->v][it->rev]);
07 } else acyc = 0;
08 }

// Funkcja sprawdzajaca, czy graf jest acykliczny - dziata prawidlowo dla graféw
// nieskierowanych

09 bool AcyclicU(Q) {

// Inicjalizacja zmiennych

10 acyc = 1;

11  vis = new bool[SIZE(g)];

12 REP(x, SIZE(g)) vis[x] = 0;

// Dla kazdego wierzcholka w grafie dokonaj przeszukiwania
13 REP(x, SIZE(g)) if (!vis[x]) AcDfs(x, 0);

14 delete[]vis;

15  return acyc;

16 }

Zlozono$é czasowa obu przedstawionych w tym rozdziale funkeji to O(n + m). Tak samo
jak w przypadku funkcji przedstawionych w poprzednich rozdziatach, implementacja jest
pewna modyfikacja algorytmu DFS, ktéra przetwarza kazdy wierzcholek, oraz kazda krawedz
grafu doktadnie raz. Dla grafu, przedstawionego na rysunku 2.6.a, funkcja bool Graph<V,E>
ttAcyclicU() zwrdéci falsz, natomiast funkcja bool Graph<V,E>::AcyclicD() dla grafu z
rysunku 2.6.b — prawde.
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Zadanie: Wirusy
Pochodzenie: Rozwiazanie:
VII Olimpiada Informatyczna viruses.cpp

Komisja Badania Wiruséw Binarnych wykryla, ze pewne ciagi zer i jedynek sa kodami
wirusow. Komisja wyodrebnita zbidr wszystkich kodéw wiruséw. Ciag zer i jedynek nazy-
wamy bezpiecznym, gdy zaden jego segment (tj. ciag kolejnych znakéw) nie jest kodem wirusa.
Komisja dazy do ustalenia, czy istnieje nieskonczony, bezpieczny ciag zer i jedynek.

Dla zbioru kodéw {011,11,00000} nieskonczonym, bezpiecznym ciagiem jest 010101...
Dla zbioru kodéw {01, 11,00000} nie istnieje nieskonczony, bezpieczny ciag zer i jedynek.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta kody wiruséw,
e stwierdzi, czy istnieje nieskonczony, bezpieczny ciag zer i jedynek,
e wypisze wynik.
Wejscie
W pierwszym wierszu znajduje sie jedna liczba catkowita n, bedaca liczba wszystkich koddw

wiruséw. W kazdym z kolejnych n wierszy znajduje si¢ jedno niepuste stowo ztozone ze znakdéw
0i 1 — kod wirusa. Sumaryczna dtugo$¢ wszystkich stow nie przekracza 30 000.

Wyjscie

W pierwszym i jedynym wierszu powinno znajdowaé sie stowo:
e TAK — jezeli istnieje nieskonczony, bezpieczny ciag zer i jedynek,
e NIE — w przeciwnym przypadku.

Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:

3 Poprawnym rozwigzaniem jest:
01
11
00000

H NIE
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Rysunek 2.7: Dwa przykladowe grafy. Przerywane krawedzie reprezentuja mosty, wierzchotki o przery-
wanym obwodzie to punkty artykulacji. Pogrubione krawedzie przedstawiaja wyznaczone
drzewa przeszukiwania algorytmu DFS. (a) Graf o jedenastu wierzchotkach i 12 krawedzi-
ach. Krawedzie (8,9), (9, 10), (2,6) oraz (3,4) to mosty, wierzcholki 2, 3, 6 , 8 1 9 stanowia
punkty artykulacji. (b) Graf zawiera dwa mosty — (2, 3) i (2, 6), oraz dwa punkty artyku-
lacji — 21 3.

2.7. Mosty, punkty artykulacji i dwuspdjne sktadowe

Niech G = (V, E) bedzie nieskierowanym, spojnym grafem. Na II
wstepie zdefiniujmy obiekty, ktérymi bedziemy sie interesowali w KDP| - 26
obrebie aktualnego rozdziatu: [[ASD]] . 7'2

Definicja 2.7.1 Punkt artykulacji jest to taki wierzcholek grafu G, ktorego usuniecie zwiek-
sza liczbe spojnych sktadowych grafu G.

Definicja 2.7.2 Most jest to taka krawed? (u,v) € E, ktdrej usuniecie z grafu powoduje
zwiekszenie liczby spojnych sktadowych grafu G.

Definicja 2.7.3 Dwuspéjna skladowa w grafie G jest maksymalny (ze wzgledu na zaw-
ieranie) zbior krawedzi, takich, zZe dowolne dwie z nich lezZg na wspdlnym cyklu prostym.

Dwuspéjne sktadowe wyznaczaja jednoznaczny podzial zbioru krawedzi grafu E. Za-
uwazmy, ze jezeli krawedZ (u,v) nalezy do jednoelementowej dwuspéjnej sktadowej, to jest
ona mostem — jej usuniecie powoduje, ze wierzcholki v i v nie naleza juz do tej samej spdjnej
sktadowej grafu.

W aktualnym rozdziale przedstawione zostanie kilka implementacji funkcji, stuzacych do
wyznaczania dwuspojnych sktadowych, mostéw oraz punktow artykulacji.

Wyznaczanie dwuspdjnych sktadowych oraz elementéw z nimi zwigzanych (mostéw oraz
punktéw artykulacji) w grafie jest mozliwe dzigki zastosowaniu przeszukiwania grafu w glab.
Zalézmy zatem, ze dla calego grafu G = (V, E) wykonaliémy juz algorytm DFS, na skutek
czego zostaly wyznaczone czasy wejs¢ do wierzcholtkéw d oraz skonstruowany zostal las
przeszukiwan w glab. Do dalszej analizy zagadnienia bedziemy potrzebowali funkcji low,
okreslonej na zbiorze wierzchotkéw grafu G:

low(v) = min(d(v), min(d(w) : w € W),min(low(q) : g € Q)), dlav eV
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gdzie W jest zbiorem wierzchotkéw, dla ktérych istnieje krawedz (v,w) € E nie bedaca
krawedzia drzewowa w lesie DFS, natomiast zbiér ) sktada si¢ z nastepnikéw v w lesie
przeszukiwan DFS. Bardziej intuicyjnie — low(v) jest réwne warto$ci najmniejszej zmiennej
d dla wierzchotka osiggalnego z v przy uzyciu krawedzi z poddrzewa DFS tego wierzchotka
oraz co najwyzej jednej krawedzi niedrzewowe;.

Charakterystyka mostéw oraz punktéw artykulacji, wykorzystujaca funkcje low, jest naste-
pujaca:

Wierzcholek v jest punktem artykulacji wtedy i tylko wtedy, gdy:

e jest korzeniem drzewa DFS oraz posiada co najmniej dwa nastepniki, lub

e nie jest korzeniem drzewa DFS oraz dla kazdego nastepnika u wierzchotka v w drzewie
DFS, low(u) > d(v)

Mostami w grafie sa krawedzie drzewowe (u,v), dla ktérych d(u) < low(v). Wszystkie
inne krawedzie w grafie naleza do pewnych dwuspdjnych sktadowych, ktoére sa rozdzielone
miedzy soba przez mosty oraz punkty artykulacji.

Charakterystyka punktéw artykulacji, mostéw oraz dwuspdjnych sktadowych jest silnie
powiazana ze soba, co pozwala na prosty sposéb wyznaczania wszystkich tych obiektéw na
raz przy uzyciu jednej funkcji. Ze wzgledu jednak na fakt, iz niewiele zadan wymaga wyz-
naczania wszystkich obiektéw — mostéw, punktéw artykulacji i dwuspdjnych sktadowych,
w dalszej czesci rozdzialu przedstawionych zostanie kilka funkcji, stuzacych do wyznaczania
poszczegdlnych elementéw niezaleznie.

Funkcja stuzaca do wyznaczania mostéow w grafie, jest void Graph<V,E>: :Bridges (VPII
&res). Wypelnia ona przekazany przez referencje wektor parami numeréw wierzchotkdw,
ktére potaczone sa mostem. Funkcja ta wymaga wzbogacenia wierzchotkéw grafu o dwa
dodatkowe pola — int d oraz int low. Jej implementacja przedstawiona jest na listingu 2.23.

Listing 2.23: Implementacja funkcji void Graph<V,E>::Bridges(VII&)

01 int s;

02 VPII *X;

// Funkcja dla kazdego mostu w grafie, wstawia do wektora res pare numerdw
// wierzchotkéw potgczonych tym mostem

03 void Bridges(VPII & res) {

// Odpowiednia inicjalizacja poszczegélnych zmiennych

04 res.clear();

05 X = &res;

06 s = 0;

07 FOREACH(it, g) it->d = -1;

// Przetworzenie wszystkich, jeszcze nieodwiedzonych, wierzchotkéw w grafie
08  REP(i, SIZE(g)) if (g[il.d == -1) BriSearch(i, -1);

09 }

// Funkcja realizuje przeszukiwanie grafu metodag DFS - odwiedza wierzchotek v,
// gdzie u jest ojcem v w drzewie DFS

10 void BriSearch(int v, int u) {

11 glvl.d = glv].low = s++;

// Dla kazdej krawedzi wychodzacej z wierzcholka v...

12 FOREACH(it, glv]) {

13 int w = it->v;

// Jesli wierzcholek w nie byl jeszcze odwiedzony, to go odwiedZ
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Listing 2.23: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

14 if (glw].d == -1) {

15 BriSearch(w, v);

// Jesli znaleziono w grafie most, to dodaj go do wyniku
16 if (glw].low > glvl.d) {

17 X->PB(MP (min(v, w), max(v, w)));

18 } else glv].low = min(glv].low, glwl.low);

19 } elseif (w !'= uw) glvl.low = min(glv].low, glw].d);
20 }

21}

Funkcja stuzaca do wyznaczania dwuspojnych sktadowych, jest void Graph<V,E>::Dcc().
Podobnie jak poprzednio, omawiana funkcja, wymaga wzbogacenia struktury wierzchotka o
pola int d oraz int low. Dodatkowo, do struktury krawedzi musi zosta¢ dodane pole int dcc
oraz bool bridge. Dla kazdej krawedzi w grafie, algorytm okresla, czy jest ona mostem (pole
bool bridge), oraz w przypadku, gdy krawedz nie jest mostem, wylicza numer dwuspdjnej
sktadowej, do ktorej ta krawedZ nalezy (pole int dcc).

Listing 2.24: Implementacja funkcji void Graph<V,E>::Dcc()

// Zmienna id uzywana jest do numerowania dwuspéjnych sktadowych, natomiast
// 1 do pamietania aktualnego czasu odwiedzenia wierzchotkéw metoda DFS
01 int id, 1;

02 typedef typename vector<Ed>::iterator EIT;

03 vector<EIT> qu;

// Makro ustawia odpowiednie wartosci zmiennych dcc i bri dla krawedzi
// nieskierowanej, wskazywanej przez iterator e

04 #define DccMark(bri) e->dcc = gle->v][e->rev].dcc = id, \

05 e->bridge = gle->v] [e->rev] .bridge = bri

06 void Dcc() {

// Odpowiednia inicjalizacja zmiennych

07 id =1 = 0;

08 qu.clear();

09 FOREACH(it, g) it->d = -1;

// Przetwérz wszystkie, jeszcze nieodwiedzone, wierzcholki w grafie

10  REP(i, SIZE(g)) if (gli]l.d == -1) DccSearch(i, -1);
11}

12 void DccSearch(int v, int u) {

13 EIT e;

// Ustawienie na odpowiednie wartosci p6l d i low rekordu wierzchotka v
14 glvl.d = glv].low = 1++;

// Dla wszystkich krawedzi, wychodzacych z wierzcholka v

15  FOREACH(it, glv]) {

16 int w = it->v;
// Jesli wierzchotek docelowy nie zostat jeszcze odwiedzony...
17 if (glwl.d == -1) {

// Wstaw iterator wskazujacy na aktualnie przetwarzang krawedZ na stos
18 qu.PB(it);
// 0OdwiedZ wierzchotek, do ktérego prowadzi krawedz
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Listing 2.24: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

19 DccSearch(w, v);
20 if (glw].low >= glvl.d) {
// Znaleziono dwuspéjng sktadowg - dla kazdej krawedzi z tej sktadowej

// ustaw odpowiednie warto$ci zmiennych bri oraz dcc

21 int cnt = 0;

22 do {

23 e = qu.back();

24 DccMark(0) ;

25 qu.pop_back();

26 cnt++;

27 } while (e '= it);

// Znaleziony zostal most

28 if (cnt == 1) DccMark(1);

29 id++;

30 } else glv].low = min(gl[v].low, glwl.low);
31 } else if (glwl.d < glv].d && w !'= u)

32 qu.PB(it), glv].low = min(glv].low, glw].d);
33 }

34}

Ostatnia z tej serii funkcja jest void Graph<V,E>::BriArt (VPII&), ktéra wymaga wzbo-
gacenia struktury wierzchotkéw grafu o pola int d oraz bool art, a wyznacza dla kazdego z
nich, czy jest on punktem artykulacji — informacja ta umieszczana jest w polu bool art. Do-
datkowo, funkcja wypelnia wektor przekazany przez referencje parami numeréw wierzchotkéw
polaczonych mostami (podobnie do funkcji void Graph<V,E>::Bridges(VII&)).

Listing 2.25: Implementacja funkcji void Graph<V,E>::BriArt (VPII&)

// Zmienna wykorzystywana do przechowywania czasu odwiedzenia wierzchotkéw przez
// algorytm DFS

01 int t;

// Wskaznik na konstruowang liste znalezionych mostéw

02 VPII #br;

// Funkcja przeszukuje poddrzewo wierzchotka v metodg DFS (p jest

// wierzchotkiem-ojcem v w drzewie DFS)

03 int BriArtR(int v, int p) {

04 int 1 = glv].d = ++t;

// Dla kazdej krawedzi wychodzacej z wierzchotka v i nie prowadzacej do
// wierzchotka-ojca w drzewie DFS...

05  FOREACH(it, glvl) if (it->v != p)

// Aktualizacja wartosci funkcji low dla wierzcholka v.

06 1 = min(1, !glit->v].d ? BriArtR(it->v, v) : glit->v].d);

// Zaktualizowanie informacji o znalezionym punkcie artykulacji

07 if (glpl.d <= 1) glpl.art = 1;

// Jesli zostal znaleziony most, to jest on dodawany do wyniku

08 if (glp]l.d < 1) br->PBMP(min(v, p), max(v, p)));

09 return 1;

10 }
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Listing 2.25: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

11 void BriArt (VPII & res) {

// Odpowiednia inicjalizacja zmiennych

12 res.clear();

13 br = &res;

14 t = 0;

15  REP(x, SIZE(g)) glx].art = gl[x].d = 0;

// 0d kazdego, jeszcze nieodwiedzonego wierzchotka, rozpocznij przeszukiwanie w

// gtab

16  REP(x, SIZE(g)) if (!glx].d) {

17 glx].d = ++t;

18 int c = 0;

19 FOREACH(it, glx]) if (!glit->v].d) {
20 ctHt;

21 BriArtR(it->v, x);

22 }

// Jesli z korzenia drzewa DFS wychodzi wiecej niz jedna krawedZz drzewowa, to
// jest on punktem artykulacji

23 glx].art = (¢ > 1);

24 }

25 }

Tabela 2.26: Wyniki wyznaczone dla dwoéch przyktadowych graféw z rysunkow 2.7.a oraz 2.7.b
przez oméwione funkcje

Funkcja Graf z rysunku 2.7.a | Graf z rysunku 2.7.b
E(3, 4)
: B E(9, 10) E(2, 3)
h<V,E>::Brid VPII
void Graph<V,E>::Bridges( &) E(s. 9) B2 6)
E(2, 6)
E(1, 2) — 5
E(1, 3) - 5
E(2, 3) — 5 E(0, 1) — 3
E(2, 6) — 4 (most) E(0, 2) — 3
E(3, 4) — 0 (most) E(1, 2) — 3
: .. E(5, 6) — 3 E(2, 3) — 1 (most)
h<V,E>::D
void Graph<V,E>::Dcc() E(5, 7) — 3 E(2, 6) — 2 (most)
E(6, 7) — 3 E(3, 4) — 0
E(6, 8) — 3 E(3, 5) — 0
E(7, 8) — 3 E(4, 5) — 0
E(8, 9) — 2 (most)
E(9, 10) — 1 (most)
E(3, 4) — most
E(9, 10) — most
E(8, 9) — most E(2, 3) — most
E(2, 6) — most E(2. 6 ¢
void Graph<V,E>::BriArt (VPII&) 2 — punkt art 2( ’ )k_ mos
3 — punkt art 3 : punkz art
6 — punkt art pun ar
8 — punkt art
9 — punkt art
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Listing 2.27: Program prezentujacy sposéb uzycia funkcji void Graph<V,E>::Bridges(VII&),
void Graph<V,E>::Dcc() oraz void Graph<V,E>::BriArt(VPII&). Pelny kod zrédlowy tego
programu znajduje si¢ w pliku bri_art_dcc.cpp

// Wzbogacenie struktur wierzchotkéw oraz krawedzi wymagane

// przez funkcje Bridges

01 struct VsBridges {

02 int d, low;

03 };

04 struct VeBridges {

05 int rev;

06 };

// Wzbogacenie struktury wierzcholkéw i krawedzi o elementy wymagane
// przez funkcje Dcc

07 struct VsDcc {

08 int 4, low;

09 };

10 struct VeDcc {

11 int rev, dcc;

12 bool bridge;

13 };

// Wzbogacenie struktury wierzcholkéw oraz krawedzi o elementy wymagane
// przez funkcje BriArt

14 struct VsBriArt {

15 int 4;
16 bool art;
17 }

18 struct VeBriArt {

19 int rev;

20 };

21 int main() {

22 int n, m, b, e;

// Wczytaj liczbe wierzcholkéw oraz krawedzi
23 cin >> n >> m;

24  Graph<VsBridges, VeBridges> gl(n);
25 Graph<VsDcc, VeDcc> g2(n);

26 Graph<VsBriArt, VeBriArt> g3(n);
// Dodaj do graféw wszystkie krawedzie
27  REP(x, m) {

28 cin >> b >> e;
29 gl.EdgeU(b, e);
30 g2.EdgeU(b, e);
31 g3.EdgeU(b, e);
32 }

// Zastosuj funkcje Bridges

33 VPII resi;

34  gl.Bridges(resl);

35 FOREACH(it, resl)

36 cout << "E(" << it->S8T << "," << it->ND << ")" << endl;
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Listing 2.27: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// Zastosuj funkcje Dcc

37 g2.Dcc();

38  REP(x, SIZE(g2.g)) FOREACH(it, g2.glx]) if (x < it->v) {

39 if (it->bridge)

40 cout << "(" << x << "," << it->V << ") - most" << endl;
41 cout << "E(" << x << "," << it->v << M) - " <<

42 it->dcc << endl;

43  }

// Zastosuj funkcje BriArt
44 VPII res3;

45  g3.BriArt(res3);

46 FOREACH(it, res3)

47 cout << "E(" << it->ST << ", " << it->ND << ") - most" << endl;
48  REP(x, SIZE(g3.g))
49 if (g3.glx].art) cout << x << " - punkt art." << endl;
50 return 0;
51}
Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie Trudne H

acm.uva.es - zadanie 315 | acm.uva.es - zadanie 10199 | spoj.sphere.pl - zadanie 185
spoj.sphere.pl - zadanie 208

2.8. Sciezka i cykl Eulera

Sciezka Eulera w grafie G = (V, E), jest to dowolna $ciez- [ Literatura |
ka przechodzaca przez wszystkie krawedzie tego grafu dokladnie
raz. W przypadku, gdy pierwszy wierzchotek na $ciezce jest rowny [KDP] - 2.7
wierzchotkowi ostatniemu, to $ciezke Eulera nazywamy cyklem Eu- [ASD] - 74
lera. W zaleznoéci od przyjetych zatozen, Sciezka Eulera musi prze- [MD] - 6.2

chodzié¢ przez wszystkie wierzchotki w grafie, lub tez nie przechodzi
przez wierzchotki izolowane (czyli takie, z ktérych nie wychodza zadne krawedzie). W tym
rozdziale zaktadamy, ze wierzchotki izolowane nie musza byé¢ odwiedzone — dzigki takiemu
podejsciu, przed rozpoczeciem wyszukiwania Sciezki Eulera, nie musimy sie martwié¢ o elim-
inowanie z grafu wierzchotkéw izolowanych, ktére czesto pojawiaja sie przypadkowo przy
szybkim implementowaniu programéw podczas zawodow.

Sciezki oraz cykle Eulera mozna wyznaczaé zaréwno dla graféw skierowanych jak i nieskie-
rowanych. Warunki na ich istnienie w grafie (oprécz spdjnosci grafu z pominieciem ewentu-
alnych wierzchotkéw izolowanych), sa nastepujace:

e W grafie nieskierowanym cykl Eulera istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy stopien kazdego
wierzchotka jest parzysty.

e W grafie skierowanym cykl Eulera istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy stopien wejsSciowy
kazdego wierzchotka jest réwny stopniowi wyjsciowemu.
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Rysunek 2.8: (a) Graf skierowany zawierajacy cykl Eulera0 -2 -3 —-4—5—3—6—2—1—0.
(b) Graf skierowany nieposiadajacy cyklu Eulera (stopien wejsciowy wierzchotka 6 nie jest
réwny stopniu wyj$ciowemu). Graf ten zawiera $ciezke Eulera 6 -2 —1—0—2 — 3 —
4—5—3.

e W grafie nieskierowanym, Sciezka Eulera, niebedaca cyklem Eulera, istnieje wtedy i
tylko wtedy, gdy dwa wierzchotki maja stopien nieparzysty, natomiast wszystkie inne
wierzchotki — parzysty.

e W grafie skierowanym, $ciezka Eulera niebedaca cyklem Eulera istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy jeden wierzcholek w grafie ma o jeden wiekszy stopien wejsciowy od wyjs-
ciowego, jeden wierzchotek ma o jeden mniejszy stopien wejsciowy od wyjsciowego,
natomiast reszta wierzchotkéw ma réwne stopnie wejsciowe i wyjsciowe.

Prezentowane algorytmy wyszukiwania Sciezki Eulera bazuja na przeszukiwaniu grafu w
gtab. Gléwna roznica w podejsciu, w stosunku do oryginalnego przeszukiwania DFS jest
taka, ze podczas wyznaczania Sciezki FEulera, wierzchotki moga by¢ odwiedzane wielokrot-
nie, natomiast krawedzie — tylko raz. Dla kolejno odwiedzanych wierzchotkéw, wybierane sa
krawedzie jeszcze nieodwiedzone. W momencie znalezienia si¢ w wierzchotku, z ktérego nie
da sie wyjéé (gdyz wszystkie krawedzie z niego wychodzace zostaly juz przetworzone), algo-
rytm wycofuje sie z tego wierzchotka, jednoczesnie dodajac krawedzie, po ktérych sie cofa,
do wyznaczanej $ciezki Eulera. Jedyna roznica w sposobie realizacji algorytmu dla grafow
nieskierowanych polega na tym, ze przechodzac krawedzia (v,u), nalezy réwniez zaznaczyé
krawedz (u,v) jako odwiedzona.

Wyznaczanie $ciezek Eulera w prosty sposéb mozna zrealizowaé przy uzyciu funkcji
rekurencyjnej. Takie podejscie jednak nie jest bezpieczne ze wzgledu na mozliwo$é¢ przepelnie-
nia stosu. Prezentowane w tym rozdziale funkcje — bool Graph<V,E>EulerD:: (VI&) oraz
bool Graph<V,E>::EulerU(VI&) sa iteracyjna realizacja przedstawionej wyzej koncepcji.
Obie funkcje przyjmuja jako parametr referencje na wektor zmiennych typu int. W przy-
padku, gdy w grafie nie istnieje $ciezka Eulera, omawiane funkcje zwracaja falsz. Gdy $ciez-
ka istnieje, zwracana jest prawda, natomiast przekazany przez referencje wektor wypetniony
zostaje numerami, kolejno odwiedzanych na wyznaczonej $ciezce wierzchotkéw. W przypadku
gdy $ciezka Eulera jest cyklem, pierwszy i ostatni element wektora sa réwne ($ciezka konczy
sie w tym samym wierzcholku, co zaczyna). Odpowiednie implementacje przedstawione sa na
listingach 2.28 oraz 2.29.

Listing 2.28: Implementacja funkcji bool Graph<V,E>: :EulerD(VI&)

01 bool EulerD(VI &r) {

// Inicjalizacja wymaganych zmiennych
02 int v = -1, kr = 1, h;

03 r.clear();
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Listing 2.28: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

04
//
05
//
//
06
//
//
07
//

VI 1, st(SIZE(g), 0);
Dla wszystkich wierzcholkéw wyliczany jest stopiefn wejsSciowy
FOREACH(it, g) FOREACH(it2, *it) ++st[it2->v];
Nalezy wyznaczy¢ wierzchotek v, od ktérego rozpoczete
zostanie wyszukiwanie Sciezki Eulera.
REP(x, SIZE(g)) {
Jesli wierzchotek ma wigkszy stopien wyjsSciowy od wejSciowego,
to jest wierzcholkiem startowym
if ((h = SIZE(g[x])) > st[x]) v = x; else
Jesli wierzchotek ma jakie§ wychodzgce krawedzie oraz nie znaleziono

// jeszcze wierzchotka poczatkowego, to uzyj go jako wierzcholek startowy
08 if (h && v == -1) v = x;

09 kr += st[x] = h;

10}

// Konstrukcja Sciezki Eulera jest rozpoczynana w wierzcholku v

11 if (v '= -1) 1.PB(v);

// Dopéki istniejg wierzchotki na stosie, przeszukuj graf metodg DFS

12 while(SIZE(1)) if (!st[v = 1.back(]) {

13 1.pop_back();

14 r.PB(v);

15} else 1.PB(v = glv]l [--st[v]].v);

// Wyznaczona Sciezka Eulera zostata skonstruowana w odwrotnym kierunku,
// wiec trzeba jg odwrécic

16 reverse(ALL(x));

// Algorytm zwraca prawde, jesli wykorzystane zostaly wszystkie krawedzie
// w grafie

17 return SIZE(r) == kr;

18 }

Listing 2.29: Implementacja funkcji bool Graph<V,E>: :EulerU(VI&)

01 bool EulerU(VI & ce) {

//
02
03
04
//
//
05
06
07
08
//
09
//
10
//
11

Inicjalizacja wymaganych zmiennych
int v =-1;
ce.clear();
VI 1, st(SIZE(g), 0), of (SIZE(g) + 1, 0);
Nalezy wyznaczy¢ wierzchotek v, od ktérego rozpoczete zostanie
wyszukiwanie Sciezki Eulera
REP(x, SIZE(g)) {
of [x + 1] = of [x] + (st[x] = SIZE(g[x]));
if ((stlx] & 1) || (v == -1 && stlx])) v = x;
}
Wektor siuzacy do odznaczania wykorzystanych krawedzi.
vector<bool> us(of [SIZE(g)], 0);
Konstrukcja Sciezki Eulera jest rozpoczynana w wierzchoiku v
if (v '= -1) 1.PB(v);
Dopd6ki istnieja wierzchoiki na stosie, przeszukuj graf metodg DFS
while (SIZE(1)) {
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Listing 2.29: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

12 v = l.backQ);
// Dopéki kolejne krawedzie zostaly juz przetworzone, pomin je
13 while (st[v] && uslof[v] + stl[v] - 1]) --st[v];

// Jesli nie ma juz wiecej krawedzi, to wyjdZ z wierzchotka i dodaj krawedz,
// po ktérej sie cofasz do wyniku

14 if (Istlv]) {

15 1.pop_back();

16 ce.PB(v);

17 } else {

// Przejdz po jeszcze niewykorzystanej krawedzi
18 intu = glvl[--stlvl].v;

19 us[of [u] + glv][stlv]].rev] = 1;

20 1.PB(v = u);

21 }

22 }

// Algorytm zwraca prawde, jesli wykorzystane zostaly wszystkie krawedzie w
// grafie

23 return 2 * (SIZE(ce) - 1) == of [SIZE(g)];
24 }

Zaréwno w przypadku grafow skierowanych, jak i nieskierowanych, ztozono$é¢ czasowa pro-
cesu wyznaczania Sciezki Eulera to O(n + m) — kazda krawedZ w grafie przetwarzana jest
jednokrotnie.

Dla grafu przedstawionego na rysunku 2.8.a, wywotanie funkcji bool Graph<V,E>::
EulerD(VI &1) spowoduje wypelnienie wektora 1 nastepujacymi liczbami, reprezentujacymi
numery kolejno odwiedzanych wierzcholkéw na wyznaczonym cyklu Eulera:

{0,2,3,4,5,3,6,2,1,0}

Gdyby ten sam graf potraktowaé¢ jako nieskierowany, to zawartos¢ wektora 1 po wywotaniu
funkcji bool Graph<V,E>::EulerU(VI &1) bylaby nastepujaca:

{0,1,2,3,5,4,3,6,2,0}

Po usunieciu z grafu krawedzi taczacej wierzcholki 3 i 6 (graf ten przedstawiony jest na ry-
sunku 2.8.b), wywolanie bool Graph<V,E>::EulerD(VI &1) spowoduje wypelnienie wek-
tora 1 nastepujacymi liczbami:

{6,2,1,0,2,3,4,5,3}

Gdyby ten sam graf potraktowaé¢ jako nieskierowany, to zawartos¢ wektora 1 po wywotaniu
funkcji bool Graph<V,E>::EulerU(VI &1) bylaby nastepujaca:

{6,2,0,1,2,3,5,4,3}

Podane wyniki dziatania obu funkcji sa przyktadowe i zaleza od kolejnosci wstawiania krawedzi
do grafu.
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Listing 2.30: Program prezentujacy uzycie funkcji bool Graph<V,E>::EulerD(VI &1). Pelny
kod Zrodtowy tego programu znajduje si¢ w pliku eulerpath. cpp.

// Zaréwno krawedzie, jak i wierzchotki nie wymagaja dodatkowych wzbogacen
01 struct Ve { };

02 struct Vs { };

03 int main() {

04 VI res;

05 int n, m, b, e;

// Wczytaj liczbe wierzcholkéw oraz krawedzi w grafie
06 cin >> n >> m;

07 Graph<Vs, Ve> g(n);

// Dodaj do grafu odpowiednie krawedzie

08 REP(x, m) {

09 cin >> b >> e;
10 g.EdgeD(b, e);
11 }

// Jesli graf zawiera $ciezke Eulera - wypisz ja, je$li nie - poinformuj o tym
12 if (g.EulerD(zres)) {

13 FOREACH(it, res) cout << it << " ";
14 cout << endl;

15} else {

16 cout << "No Euler Path" << endl;

17 }

18 return 0;

19 }

Listing 2.31: Program prezentujacy uzycie funkcji bool Graph<V,E>::EulerU(VI &1). Pelny
kod zrédlowy tego programu znajduje sie w pliku eulerupath.cpp

// Wymagane wzbogacenie krawedzi w grafie nieskierowanym
01 struct Ve {

02 int rev;

03 };

// Wierzchotki nie wymagaja dodatkowych wzbogacen

04 struct Vs { };

05 int main() {

06 VI res;

07 intn, m, b, e;

// Wczytaj liczbe wierzcholkéw oraz krawedzi w grafie
08 cin >> n >> m;

09 Graph<Vs, Ve> g(n);

// Dodaj do grafu odpowiednie krawedzie

10 REP(x, m) {

11 cin >> b >> e;
12 g.EdgeU(b, e);
13 }

// Jesli graf zawiera $Sciezke Eulera - wypisz ja, je$li nie - poinformuj o tym
14 if (g.EulerU(res)) {
15 FOREACH(it, res) cout << *it << " ";
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Listing 2.31: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

16 cout << endl;

17} else {

18 cout << "No Euler Path" << endl;
19 }

20 return 0;

21}

Zadanie: Linie autobusowe
Pochodzenie: Rozwiazanie:
Potyczki Algorytmiczne 2005 buses.cpp

W Bajtocji jest n miast, potaczonych dwukierunkowymi drogami, przy ktérych leza liczne
wioski. Krél Bajtazar zdecydowal sie utworzy¢ siec¢ linii autobusowych obstugujacych miasta
i wioski. Kazda linia moze sie zaczynaé i konczy¢ w dowolnym miedcie oraz przebiegaé przez
dowolne miasta. Miasta na trasie linii moga sie powtarzaé¢, jednak zadna linia nie moze
przebiegaé¢ wielokrotnie ta sama droga.

Aby wszystkim mieszkanicom zapewni¢ transport, a jednoczesnie zminimalizowaé¢ koszty
inwestycji, krol Bajtazar postanowil, ze kazda droge bedzie przebiegata doktadnie jedna linia
autobusowa, a takze, ze liczba linii autobusowych bedzie minimalna.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta opis sieci drég,
e zaprojektuje sie¢ linii autobusowych spelniajaca podane wymagania,

e wypisze wynik.

Wejscie

Pierwszy wiersz zawiera dwie liczby calkowite n i m, oddzielone pojedynczym odstepem,
2 < n < 10000, n —1 < m < 200000; n jest liczba miast, a m liczba drdég. Miasta sa
ponumerowane od 1 do n. Kolejnych m wierszy zawiera opis sieci drog. Kazdy z tych wierszy
zawiera dwie liczby catkowite a i b, oddzielone pojedynczym odstepem, 1 < a < b < n
— numery miast potaczonych droga. Kazda droga jest podana na wejsciu doktadnie raz.
Mozesz zalozyé, ze dowolne dwa miasta sa polaczone co najwyzej jedna droga (chociaz moze
by¢ wiele tras taczacych dwa miasta) i ze istnieje mozliwosé przejazdu pomiedzy dowolnymi
dwoma miastami.

Wyjscie

Pierwszy wiersz powinien zawiera¢ liczbe ¢, réwna minimalnej liczbie linii autobusowych.
Kolejnych ¢ wierszy powinno zawiera¢ opisy kolejnych linii: ¢+ 1-szy wiersz powinien zawierac
liczbe [; rowna liczbie miast na trasie i-tej linii, a nastepnie /; numeréw tych miast, podanych
w kolejnosci przebiegu linii. Liczby w wierszach powinny by¢ pooddzielane pojedynczymi
odstepami. Jezeli linia ma swdj poczatek i koniec w tym samym miescie, jego numer powinien
sie znalez¢ na poczatku i na koncu opisu trasy.
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Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:

=W = NN
R W W DO

Poprawnym rozwiazaniem jest:

w
= w
N =
NG

Cwiczenia

H Proste ‘ Srednie Trudne H

acm.uva.es - zadanie 117 | acm.uva.es - zadanie 10054 | acm.uva.es - zadanie 10441
acm.uva.es - zadanie 10129 | acm.sgu.ru - zadanie 121 | spoj.sphere.pl - zadanie 41
acm.sgu.ru - zadanie 101 acm.sgu.ru - zadanie 286

2.9. Minimalne drzewo rozpinajace

Rozpatrzmy spdjny graf nieskierowany G = (V, E), w ktérym Il
kazdej krawedzi przypisana jest pewna nieujemna waga. Drzewo
rozpinajace dla grafu G jest to spdjny podgraf G' = (V, E'), E' C [WDA] - 24
E grafu G, zawierajacy dokladnie |V| — 1 krawedzi. Minimalne [KDP] - 2.4
drzewo rozpinajace, to takie drzewo rozpinajace, ktérego suma wag [ASD] - 7.6
krawedzi jest minimalna. [MD] - 6.6

Na rysunku 2.9 przedstawiony jest przyktadowy graf oraz dwa
jego drzewa rozpinajace. Na listingu 2.32 znajduje si¢ implementacja funkcji int Graph<V,E>
: :MinSpanTree (), ktora dla danego spdjnego grafu wyznacza minimalne drzewo rozpinajace
i zwraca jako wynik sume wag krawedzi nalezacych do tego drzewa. Funkcja ta wymaga, aby
dla kazdej krawedzi w grafie, jej waga znajdowala sie w dodatkowej zmiennej krawedzi int
1. Po zakoniczeniu dziatania, pole bool span kazdej krawedzi zawiera warto$¢ prawda, gdy
odpowiadajaca jej krawedz nalezy do wyznaczonego minimalnego drzewa rozpinajacego.

Funkcja int Graph<V,E>::MinSpanTree () realizuje algorytm Prima. Na poczatku kon-
struowane jest jednowierzchotkowe drzewo rozpinajace (wybierany jest w tym celu dowolny
wierzchotek grafu wejéciowego), a nastepnie dokladane sa kolejne krawedzie o najmniejszej
wadze, taczace wierzcholek nalezacy do konstruowanego drzewa, z wierzchotkiem jeszcze do
niego nie nalezacym. Poprawno$¢ algorytmu wynika z faktu, iz w kazdym kroku algorytm
konstruuje minimalne drzewo rozpinajace (wybierane sa najlzejsze mozliwe krawedzie) dla
coraz wiekszego zbioru wierzchotkéw, az w koncu uzyskiwane jest drzewo rozpinajace dla
calego grafu G. Zlozonosé czasowa takiego algorytmu to O(m * log(n)).

Innym, réwnie popularnym jak algorytm Prima, jest algorytm Kruskala, ktory na poczatku
konstruuje graf sktadajacy si¢ tylko z wierzchotkéw oryginalnego grafu GG, a nastepnie przetwa-
rza wszystkie krawedzie grafu G w kolejnosci niemalejacych wag. Dodaje do drzewa rozpinaja-
cego te krawedzie, ktére tacza rozne spdjne sktadowe konstruowanego grafu.
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Rysunek 2.9: (a) Graf o szesciu wierzchotkach [0. .. 5] oraz dziewieciu krawedziach. Wzdtuz krawedzi za-
znaczone sg ich wagi. (b) Drzewo rozpinajace dla grafu z rysunku (a) o sumarycznej wadze
krawedzi 85. (¢) Minimalne drzewo rozpinajace dla grafu z rysunku (a) o sumarycznej
wadze krawedzi 61. Nie jest to jedyne minimalne drzewo rozpinajace — drugie mozna
uzyskaé poprzez wymiane krawedzi (0, 3) na (1, 3).

Listing 2.32: Implementacja funkcji int Graph<V,E>: :MinSpanTree ()

// W polu bool span krawedzi algorytm wstawia wartos¢ prawda gdy krawedZ nalezy
// do wyznaczonego minimalnego drzewa rozpinajgcego. Funkcja zwraca wage

// znalezionego drzewa.

01 int MinSpanTree() {

// Tablica d dla kazdego wierzchotka, nienalezacego jeszcze do drzewa

// rozpinajacego, zawiera dtugos¢ najkroétszej krawedzi taczacej go z dowolnym
// wierzchotkiem drzewa

02 intr = 0, d[SIZE(g)];

// Tablica stuzaca do odznaczania wierzcholkéw dodawanych do drzewa

03  bool o[SIZE(g)];

04 REP(x, SIZE(g)) {

05 d[x] = INF;
06 o[x] = 0;
07 }

// Kolejka priorytetowa wierzchotkdéw, osiagalnych z budowanego drzewa, w
// kolejnosci niemalejacych kosztéw krawedzi

08 set<PII> s;

09 s.insert (MP(d[0] = 0, 0));

// Dopéki istniejg wierzchotki nie nalezace do drzewa

10 while (!s.empty()) {

// Wybierz wierzchotek, ktérego dodanie jest najtansze

11 int v = (s.begin())->ND;
12 s.erase(s.begin());
13 bool t = 0;

// Zaznacz wierzchotek jako dodany do drzewa oraz zwieksz sumaryczng wage
// drzewa

14 olv] = 1;

15 r += d[v];

// Dla wszystkich krawedzi wychodzacych z dodawanego wierzchoika...
16 FOREACH(it, glv]) {

17 it->span = 0;

// Jesli jest to krawedz, ktérag dodano do drzewa, to zaznacz ten fakt
18 if (1t && olit->v] && it->1 == d[v])
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Listing 2.32: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

19 t = it->span = glit->v] [it->rev].span = 1;

20 else

// Préba zaktualizowania odlegtosci od drzewa dla wierzcholkéw jeszcze nie
// dodanych. ..

21 if (lolit->v] && dlit->v] > it->1) {

22 s.erase(MP(d[it->v], it->v));

23 s.insert (MP(d[it->v] = it->1, it->v));
24 }

25 }

26}

// Zuréé wage skonstruowanego drzewa rozpinajgcego
27 return r;
28 }

Listing 2.33: Wynik wygenerowany przez funkcje int Graph<V,E>: :MinSpanTree() dla grafu z
rysunku 2.9.a

Waga minimalnego drzewa rozpinajacego: 61
Krawedzie nalezace do drzewa: (0,1) (1,2) (1,3) (1,5) (4,5)

Listing 2.34: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 2.33. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku minspantree_str.cpp

// Wzbogacenie krawedzi wymagane przez funkcje wyznaczajaca minimalne drzewo
// rozpinajace

01 struct Ve {

02 int rev, 1;

03  bool span;

04 };

05 struct Vs {};

06 int main() {

07 intn, m, b, e;

// Wczytaj liczbe wierzcholkéw oraz krawedzi w grafie

08 cin >> n >> m;

09 Ve 1;

// Skonstruuj graf o odpowiedniej wielkosci i dodaj do niego krawedzie
10 Graph<Vs, Ve> g(n);

11 REP(x,m) {

12 cin >> b >> e >> 1.1;

13 g.EdgeU(b, e, 1);

14 }

// Wyznacz minimalne drzewo rozpinajace

15 cout << "Waga minimalnego drzewa rozpinajacego: " <<

16 g.MinSpanTree() << endl << "Krawedzie nalezace do drzewa:";

// Wypisz wszystkie krawedzie nalezace do drzewa rozpinajacego

17  REP(x, SIZE(g.g)) FOREACH(it, g.glx]) if (it->span && it->v < x)
18 cout << " (" << it->v << M << x << )",

19 cout << endl;
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Listing 2.34: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

20 return O;
21}

Cwiczenia

H Proste ‘ Srednie Trudne H
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acm.uva.es - zadanie 10034 | acm.uva.es - zadanie 10600 | spoj.sphere.pl - zadanie 148
spoj.sphere.pl - zadanie 368 | spoj.sphere.pl - zadanie 30 acm.sgu.ru - zadanie 206

2.10. Algorytm Dijkstry

Kolejnym problemem jakim sie¢ zajmiemy, bedzie znajdowanie H Titeratira H
odleglodci od zadanego zrédia s € V' do wszystkich wierzchotkéw
w wazonym grafie G = (V| E) (skierowanym lub nieskierowanym). [WDA] - 25.2
Zalézmy, ze kazdej krawedzi grafu przypisana jest pewna nieu- [KDP] - 3.3
jemna waga, reprezentujaca jej dtugo$¢. Odlegtos¢ miedzy wierz- [MD] - 8.3
chotkami v i w w takim grafie rozumiana jest jako diugos¢ na- [CON] - 3.5

jkrotszej sciezki v — ... — w, czyli suma wag krawedzi na niej

wystepujacych. Przy takiej definicji dtugosci Sciezki, najkrétsza $ciezka miedzy dwoma wierz-
chotkami nie musi byé¢ ta, ktora sklada sie z najmniejszej liczby krawedzi. Jako przyktad
wystarczy rozpatrzy¢ graf o trzech wierzchotkach vy, vy oraz vz, ktory zawiera krawedzie
(v1,v2) o dlugodci 1, (vy,v3) o dlugosci 3, oraz (vs,v3) o diugosci 1. Sciezka, jaka zostanie
wyznaczona przez algorytm BFS dla pary wierzchotkéw vy oraz vs, bedzie sktadata si¢ z jed-
nej krawedzi (v1,v3) o dlugoéci 3. Tym czasem istnieje krétsza droga v; — vy — v o dlugosci
2.

Do rozwiazania naszego problemu zastosujemy algorytm Dijkstry. Na poczatku dzialania
ustala on odleglosci dla wszystkich wierzchotkéw w grafie na nieskonczonosé. Wyjatkiem
jest wierzchotek startowy, dla ktorego odlegtos¢ ustalana jest na 0. W kolejnych krokach
wybierany jest wierzchotek v, o ktérym wiadomo, ze wyznaczona dla niego odlegtos¢ juz
si¢ nie zmieni (pierwszym takim wierzcholkiem jest v), oraz aktualizowane sa odleglosci do
wszystkich wierzchotkow, do ktorych istnieje krawedz z v.

Powstaje pytanie — dla jakich wierzchotkéw od danego momentu dziatania algorytmu,
poszukiwana odlegto$¢ nie ulegnie juz zmianie? Algorytm Dijkstry zaktada, ze jest to wierz-
chotek o najmniejszej aktualnie wyznaczonej odlegtosci sposréd wierzchotkéw jeszcze nie
przetworzonych. Zaltozenie takie sprawia, ze algorytm Dijkstry dziala prawidlowo tylko w
przypadku graféw z nieujemnymi wagami krawedzi.

Algorytm Dijkstry zrealizowany jest przez funkcje void Graph<V,E>::Dijkstra(int),
ktérej kod zrédtowy przedstawiony jest na listingu 2.35. Funkcja ta przyjmuje jako parametr
numer wierzchotka startowego s i dla kazdego wierzcholka wyznacza odleglos¢ od s, ktéra
zostaje umieszczona w dodatkowej zmiennej wierzchotka int t. Funkcja wyznacza réwniez
numer wierzchotka-ojca w drzewie najkrétszych Sciezek — umieszcza go w zmiennej int
s. Dlugosdci krawedzi grafu nalezy umie$ci¢ w zmiennych int 1 krawedzi. Ztozonos$¢ cza-
sowa to O(m x log(n)) — w przypadku szczegdlnych graféw istnieje mozliwo$é popraw-
ienia tej ztozonosci. Przyktadowo, dla graféw gestych, w ktorych liczba krawedzi jest rzedu
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(b)

Rysunek 2.10: (a) Przykladowy graf z zaznaczonymi wagami krawedzi. (b) Wyznaczone przez algorytm

Dijkstry drzewo najkrétszych Sciezek dla zrdédia znajdujacego sie w wierzchotku 0. W
wierzchotkach umieszczone sa odlegtodci.

O(n?), istnieje mozliwo$é uzyskania zlozonosci O(m) poprzez zamiane kolejki priorytetowej
nieprzetworzonych wierzchotkéw na liste.

Listing 2.35: Implementacja funkcji void Graph<V,E>::Dijkstra(int)

// Operator okreslajacy porzadek liniowy (w kolejnosci rosmnacych odlegtosci od
// Zrédta) na wierzchotkach grafu

01 struct djcmp {

02  bool operator() (const Ve * a, const Ve * b) const {

03 return (a->t == b->t) 7 a < b : a->t < b->t;

04}

05 };

// Funkcja realizujaca algorytm Dijkstry. Dla kazdego wierzcholka wyznaczana jest
// odlegtos¢ od zrédla wyszukiwania s i umieszczana w zmiennej t oraz numer
// wierzchotka-ojca w drzewie najkrétszych Sciezek - umieszczany w zmiennej s.
// Dla wierzchotkéw nieosiggalnych ze zrédta t = INF, s = -1

06 void Dijkstra(int s) {

// Kolejka priorytetowa stuzaca do wyznaczania najblizszych wierzchotkéw

07  set<Ve *, djcmp> k;

08 FOREACH(it, g) it->t = INF, it->s = -1;

// Na poczatku wstawiany jest do kolejki wierzcholek Zrdédio

09 glsl.t = 0;

10 glsl.s = -1;

11  k.insert(&glsl);

// Dop6ki sag jeszcze nieprzetworzone wierzchotki...

12 while (!k.empty()) {

// Wybierz wierzchotek o najmniejszej odlegtosci i usui go z kolejki

13 Ve *y = *(k.begin());

14 k.erase(k.begin());

// Dla kazdej krawedzi, wychodzacej z aktualnie przetwarzanego wierzcholka,

// sprébuj zmniejszy¢ odleglosé do wierzchotka, do ktérego ta krawedZ prowadzi

15 FOREACH(it, *y) if (glit->v].t > y->t + it->1) {
16 k.erase(&glit->v]);

17 glit->v].t = y->t + it->1;

18 glit->v].s = y - &gl0];

19 k.insert (&glit->v]);

20 }
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Listing 2.35: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

21}
22 }

Listing 2.36: Wynik wywotania funkcji void Graph<V,E>::Dijkstra(0) dla grafu przedstaw-
ionego na rysunku 2.10.a

Wierzcholek 0: odleglosc od zrodla = 0, ojciec w drzewie najkrotszych sciezek = -1
Wierzcholek 1: odleglosc od zrodla = 10, ojciec w drzewie najkrotszych sciezek =
Wierzcholek 2: odleglosc od zrodla = 15, ojciec w drzewie najkrotszych sciezek =
Wierzcholek 3: odleglosc od zrodla = 20, ojciec w drzewie najkrotszych sciezek =
Wierzcholek 4: odleglosc od zrodla = 30, ojciec w
Wierzcholek 5: odleglosc od zrodla = 32, ojciec w

drzewie najkrotszych sciezek =

_w N OO

drzewie najkrotszych sciezek =

Listing 2.37: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 2.36. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku dijkstra_str.cpp

// Wzbogacenie wierzchotkéw oraz krawedzi wymagane przez algorytm Dijkstry
01 struct Vs {

02 int t, s;

03 };

04 struct Ve {

05 int 1, rev;

06 };

07 int main() {

08 int n, m, s, b, e;

09 Ve ed;

// Wczytaj liczbe wierzcholkéw, krawedzi oraz wierzchotek startowy

10 cin >> n >> m >> s;

// Skonstruuj graf o odpowiednim rozmiarze oraz dodaj do niego krawedzie
11 Graph<Vs, Ve> g(n);

12 REP(x,m) {

13 cin >> b >> e >> ed.l;
14 g.EdgeU(b, e, ed);
15}

// Wykonaj algorytm Dijkstry

16  g.Dijkstra(s);

// Wypisz dla wszystkich wierzchotkéw znaleziong odlegtos¢ od zrédia
// oraz numer wierzchotka, z ktérego prowadzi ostatnia krawedz

// wyznaczonej najkrétszej Sciezka

17  REP(x, SIZE(g.g)) cout << "Wierzcholek " << x <<

18 ": odleglosc od zrodla = " << g.glx].t <<

19 ", ojciec w drzewie najkrotszych sciezek = " << g.gl[x].s << endl;
20 return O;

21 }
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Zadanie: Przemytnicy
Pochodzenie: Rozwiazanie:
X Olimpiada Informatyczna alchemy.cpp

Bajtocja stynie z bogatych z16z zlota, dlatego przez dlugie lata kwitta sprzedaz tego kruszcu
do sasiedniego krolestwa, Bitlandii. Niestety, powiekszajaca sie ostatnio dziura budzetowa,
zmusita kréla Bitlandii do wprowadzenia zaporowych cel na metale i mineraly. Handlarze
przekraczajacy granice musza zaptacié¢ cto w wysokosci 50% wartosci przewozonego tadunku.
Bajtockim kupcom grozi bankructwo.

Na szczescie bajtoccy alchemicy opracowali sposoby pozwalajace zamienia¢ pewne metale
w inne. Pomyst kupcéw polega na tym, aby z pomoca alchemikéw zamieniaé ztoto w pewien
tani metal, a nastgpnie, po przewiezieniu go przez granice i zaplaceniu niewielkiego cta, znowu
otrzymywac z niego ztoto. Niestety alchemicy nie znalezli sposobu na zamiane dowolnego met-
alu w dowolny inny. Moze sie wiec zdarzy¢, ze proces otrzymania danego metalu ze ztota musi
przebiegaé¢ wielostopniowo i ze na kazdym etapie uzyskiwany bedzie inny metal. Alchemicy
kaza sobie stono placi¢ za swoje ustugii dla kazdego znanego sobie procesu zamiany metalu A
w metal B wyznaczyli cen¢ za przemiane 1 kg surowca. Handlarze zastanawiaja sig, w jakiej
postaci nalezy przewozié¢ zloto przez granice oraz jaki ciag proceséw alchemicznych nalezy
zastosowac, aby zyski byly mozliwie najwieksze. Poméz uzdrowi¢ bajtocka gospodarke!

Zadanie
Napisz program, ktory:

e Wezyta tabele cen wszystkich metali, a takze ceny przemian oferowanych przez al-
chemikow,

e Wyznaczy taki ciag metali mg, mq, ..., my, ze:

— mg = my, to zltoto,

— dla kazdego i = 1,2, ...,k alchemicy potrafia otrzymac¢ metal m; z metalu m; — 1
oraz,

— koszt wykonania calego ciagu proceséw alchemicznych dla 1 kg ztota, powiekszony
o placone na granicy cto (50% ceny 1 kg najtanszego z metali m;, dlai = 0,1,..., k)
jest najmniejszy z mozliwych.

Zakladamy, ze podczas proceséow alchemicznych waga metali nie zmienia sie.

e Wypisze koszt wykonania wyznaczonego ciagu proceséw alchemicznych powickszony o
placone na granicy cto.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajduje si¢ jedna dodatnia liczba catkowita n
oznaczajaca liczbe rodzajow metali, 1 < n < 5000. W wierszu o numerze k+1,dla 1 < k < n,
znajduje si¢ nieujemna parzysta liczba catkowita pr — cena 1 kg metalu oznaczonego nu-
merem k, 0 < pp < 10°. Przyjmujemy, ze zloto ma numer 1. W wierszu o numerze n + 2
znajduje sie jedna nieujemna liczba catkowita m réwna liczbie procesow przemiany znanych
alchemikom, 0 < m < 100000. W kazdym z kolejnych m wierszy znajduja si¢ po trzy liczby
naturalne, pooddzielane pojedynczymi odstepami, opisujace kolejne procesy przemiany. Troj-
ka liczb a, b, c oznacza, ze alchemicy potrafia z metalu o numerze a otrzymywaé¢ metal o nu-
merze b i za zamiane 1 kg surowca kaza sobie ptacié¢ ¢ bajtalaréw, 1 < a,b < n,0 < ¢ < 10000.
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Uporzadkowana para liczb a i b moze si¢ pojawi¢ w danych co najwyzej jeden raz.

Wyjscie

Twdj program powinien pisa¢ na standardowe wyjscie. W pierwszym wierszu powinna zostaé
wypisana jedna liczba catkowita — koszt wykonania wyznaczonego ciagu proceséw alchemi-
cznych powigkszony o ptacone na granicy clo.

Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:

200
100
40

2 Poprawnym rozwiazaniem jest:
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Cwiczenia

H Proste ‘ Srednie Trudne H
acm.uva.es - zadanie 336 acm.uva.es - zadanie 429 acm.uva.es - zadanie 10171
acm.uva.es - zadanie 10048 | acm.uva.es - zadanie 10917 | spoj.sphere.pl - zadanie 25
acm.uva.es - zadanie 10099 | spoj.sphere.pl - zadanie 15 | spoj.sphere.pl - zadanie 145
spoj.sphere.pl - zadanie 50 | spoj.sphere.pl - zadanie 119 | spoj.sphere.pl - zadanie 391

2.11. Algorytm Bellmana-Forda

Opisany w poprzednim rozdziale algorytm Dijkstry pozwala H Literatura H
na wyznaczanie najkrotszych Sciezek z zadanego wierzchotka w
grafie. Niestety, nie dziata on poprawnie w przypadku pojawienia [WDA] - 25.3
sie krawedzi o ujemnych wagach, z ktérymi wiaza sie dodatkowe [CON] - 3.6

problemy. Na rysunku 2.11.c przedstawiony jest graf zawierajacy

cykl o ujemnej sumie wag krawedzi na nim lezacych. W takim przypadku, dla pewnych wierz-
chotkéw w grafie nie istnieje najkrotsza Sciezka, gdyz dla dowolnej $ciezki mozna wyznaczy¢
krotsza (przechodzaca odpowiednia liczbe razy wzdluz ujemnego cyklu).

W przypadku rozpatrywania grafow zawierajacych krawedzie o ujemnych wagach, nalezy
zrezygnowaé z algorytmu Dijkstry i siegna¢ po inny — niestety wolniejszy — algorytm
Bellmana-Forda. Algorytm ten, podobnie jak algorytm Dijkstry, na poczatku ustala odlegtosé
od zrédla dla wszystkich wierzcholtkéw na nieskoniczono$é (za wyjatkiem wierzchotka star-
towego, dla ktérego odleglosé ta jest ustalana na 0). Nastepnie algorytm przetwarza wszys-
tkie krawedzie (u,v) grafu, aktualizujac odlegloéci wierzchotkéw zgodnie z reguta: t(v) =
min(t(v), t(u) + l(u,v)), gdzie I(u,v) jest dlugodcia krawedzi, natomiast ¢(v) — aktualna
odlegtoscia wierzchotka v od Zrédia. Dopdki proces aktualizacji wprowadza jakie$ zmiany,
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(b)

Rysunek 2.11: (a) Przykladowy graf skierowany z zaznaczonymi wagami krawedzi. (b) Wyznaczone

przez algorytm Bellmana-Forda najkrétsze Sciezki dla Zzrédta znajdujacego sie w wierz-
chotku 0. W wierzchotkach umieszczone sa odleglosci. (c) Graf zawierajacy cykl 1 —
3 — 2 o ujemnej wadze. Funkcja bool Graph<V,E>::BellmanFord(int) zwrdci dla tego
grafu prawde.

jest on powtarzany, ale nie wiecej niz n razy. Jesli za n-tym razem wartosci t(v) nadal ulegaja
zmianom, oznacza to ze graf zawiera cykl o ujemnej wadze (w grafach nie zawierajacych takich
cykli kazda najkrétsza Sciezka sklada sie z co najwyzej n — 1 krawedzi). Zlozonos$¢ czasowa
tego algorytmu to O(n x (n +m)) — caly graf jest przetwarzany co najwyzej n-krotnie.

Funkcja bool Graph<V,E>::BellmanFord(int), ktorej implementacje mozna znalezé
na listingu 2.38, jest realizacja wyzej opisanej metody. Funkcja ta, w przypadku gdy graf,
dla ktorego zostata ona wywotana zawiera cykl o ujemnej wadze, zwraca wartos¢ prawda.
W przypadku, gdy takiego cyklu nie ma, funkcja zwraca falsz, oraz wyznacza dla kazdego
wierzchotka w grafie dwie warto$ci — int t oraz int s, reprezentujace odpowiednio obliczona
odleglosé od zrédla oraz numer wierzchotka, z ktérego prowadzi ostatnia krawedz najkrétszej
Sciezki. Algorytm wymaga, aby dtugosci krawedzi zostaty umieszczone w dodatkowych polach
int 1 krawedzi.

Listing 2.38: Implementacja funkcji bool Graph<V,E>: :BellmanFord (int)

01 bool BellmanFord(int v) {

// Inicjalizacja zmiennych

02  FOREACH(it, g) it->t = INF;

03 glvl.t = 0;

04 glvl.s = -1;

05 int change, cnt = 0;

// Dopéki przebieg petli poprawia wyznaczane odlegtosci, ale petla nie zostata
// wykonana wiecej niz SIZE(g) razy...

06 do {

07 change = 0;

// Dla kazdej krawedzi (v,u) zaktualizuj odlegto$é¢ do wierzchotka u
08 REP(i, SIZE(g)) FOREACH(it, gl[il)

09 if (gli]l.t + it->1 < glit->vl.t) {

10 glit->v].t = glil.t + it->1;

11 glit->v].s = i;

12 change = 1;

13 }

14} while (change && cnt++ < SIZE(g));
// Jesli wagi caly czas ulegaly zmianom, to oznacza, ze w grafie istnieje cykl o
// ujemnej wadze

15  return change;
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Listing 2.38: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

16 }

Listing 2.39: Dla grafu przedstawionego na rysunku 2.11.a, wartosci wyliczonych przez wywolanie
funkcji bool Graph<V,E>::BellmanFord(0) zmiennych beda nastepujace

Wierzcholek 0: odleglosc od zrodla = 0, ojciec w drzewie najkrotszych sciezek = -1
Wierzcholek 1: odleglosc od zrodla = 3, ojciec w drzewie najkrotszych sciezek = 0
Wierzcholek 2: odleglosc od zrodla = -2, ojciec w drzewie najkrotszych sciezek = 1

Wierzcholek 3: odleglosc od zrodla = 5, ojciec w drzewie najkrotszych sciezek = 1
Wierzcholek 4: odleglosc od zrodla = 7, ojciec w drzewie najkrotszych sciezek = 3

Listing 2.40: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 2.39. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku bellman ford str.cpp

// Wzbogacenie struktury wierzchotkéw oraz krawedzi wymagane przez
// algorytm Bellmana-Forda

01 struct Ve {

02 int 1;

03 };

04 struct Vs {

05 int t, s;

06 };

07

08 int main() {

09 int n, m, s, b, e;

10 Ve ed;

// Wczytaj liczbe wierzcholkéw, krawedzi oraz wierzchotek zZrédtowy
11 cin >> n >> m >> s;

// Skonstruuj graf o odpowiedniej wielkosSci oraz dodaj do niego

// wszystkie krawedzie

12 Graph<Vs, Ve> g(n);

13 REP(x, m) {

14 cin >> b >> e >> ed.l;
15 g.EdgeD(b, e, ed);
16 }

// Wykonaj algorytm Bellmana-Forda
17  g.BellmanFord(s);

// Wypisz wynik

18  REP(x, SIZE(g.g))

19 cout << "Wierzcholek " << x << ": odleglosc od zrodla = " <<
20 g.glx].t << ", ojciec w drzewie najkrotszych sciezek = " <<

21 g.glx].s << endl;

22 return O;

23 }
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Cwiczenia
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acm.uva.es - zadanie 104 | acm.uva.es - zadanie 10746 | acm.uva.es - zadanie 10449
acm.uva.es - zadanie 558 | acm.uva.es - zadanie 10806

2.12. Maksymalny przeplyw

Rozpatrywalismy juz przyktad modelowania sieci miejskich drég H Titeratira H
przy uzyciu grafu. Wyobrazmy sobie teraz, ze kazda droga taczy
ze soba pewne dwa skrzyzowania, oraz ma okreslona maksymalna [WDA] - 27
przepustowosé (liczbe samochodéw, ktére moga nia przejezdzaé w [KDP] - 4.1, 4.2
jednostce czasu). Nasuwa si¢ oczywiste pytanie, jaka jest maksy- [CON] - 4

malna liczba samochodéw, ktére moga przejezdzac z pewnego star-

towego skrzyzowania do skrzyzowania docelowego w jednostce czasu. Innymi stowy, jaka jest
maksymalna przepustowosé sieci drég pomiedzy tymi dwoma skrzyzowaniami. Nalezy na
wstepnie zauwazy¢, ze samochody nie musza poruszaé sie po tej samej Sciezce — niektére
moga podrozowaé¢ po najkrétszej trasie, inne moga jechaé droga okrezna. Naszkicowane tu
zagadnienie nazywane jest problemem wyznaczania maksymalnego przeptywu w grafie.

Istnieja rézne modyfikacje problemu maksymalnego przeptywu oraz rézne metody pozwala-
jace na jego wyznaczanie. Mozna rozwazaé przepltywy, ktorych kazda krawedz ma jednostkowa
przepustowos¢, analizowa¢ maksymalny przeptyw, ktorego koszt utrzymania jest minimal-
ny pod pewnym wzgledem... W kilku kolejnych rozdziatach przedstawimy rézne algorytmy
rozwiazujace te problemy.

Dla kazdej krawedzi k = (u,v), poprzez ¢ bedziemy oznaczali jej przepustowos$é, nato-
miast przez fr — wielkos¢ aktualnie przedostajacego sie przez nia przepltywu. W analizie
algorytméw przeptywowych, wazna role odgrywaja trzy pojecia — krawedz nasycona i nien-
asycona oraz Sciezka powickszajaca:

Definicja 2.12.1 Krawedz nasycona k, to taka krawedz, ktorej przepustowosc cy jest rowna
aktualnie przedostajgcemu sie przez nig przeplywowi fr (cx = fi)-

Definicja 2.12.2 Krawedz nienasycona k, to taka krawedz, ktorej przepustowos$é cy, jest wiek-
sza od aktualnie przedostajgcego sie przez nig przeplywu fi (cx > fi).

Definicja 2.12.3 Sciezka powickszajaca u ~ v, to taka $ciezka, ktdrej wszystkie krawedzie
sq nienasycone — istnieje mozliwosé przestania wzdtuz niej dodatkowego przeplywu z wierz-
chotka u do wierzcholka v.

Podstawa, na jakiej bazuje wiele algorytméw wyznaczania maksymalnego przeptywu jest
to, ze jesli w grafie nie istnieje Sciezka powigkszajaca laczaca zrédio i ujscie, to aktualny
przeptyw jest maksymalny. Dopdki wyznaczony przeplyw nie jest maksymalny, algorytmy
staraja sie wyznacza¢ kolejne Sciezki powiekszajace, wzdluz ktérych mozna przestaé do-
datkowy przeptyw. W zaleznosci od sposobu wyszukiwania kolejnych $ciezek powiekszajacych,
otrzymywane sa algorytmy o réznych ztozonosciach czasowych.

2.12.1. Maksymalny przeplyw metoda Dinica

Algorytm Dinica stuzy do wyznaczania maksymalnego przeptywu w czasie O(n?*m). Pomyst
jest nastepujacy — dopdki w grafie istnieje Sciezka powiekszajaca miedzy zréodlem a ujsciem:
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Rysunek 2.12: (a) Graf nieskierowany o sze$ciu wierzchotkach. Przy krawedziach zaznaczone sa ich
przepustowosci. (b) Maksymalny przeplyw wyznaczony dla sieci przedstawionej na ry-
sunku (a). Skierowanie krawedzi reprezentuje kierunek przeplywu, natomiast wartosé
przy krawedzi reprezentuje wielko$é przeptywu. Jak widaé¢ z rysunku, krawedzie (0, 3),
(1,4) oraz (2,4) sa nienasycone — ich przepustowos¢ jest wieksza od wartosci przepltywu
przez nie ptynacego.

e dokonuje sie podziatu zbioru wierzchotkéw grafu na warstwy. W kolejnych warstwach
umieszczane sa wierzcholki o coraz wiegkszych odleglosciach od wierzchotka zrédlowego
(odlegto$é miedzy wierzchotkami u i v rozumiana jest jako liczba krawedzi znajdujacych
sie na najkrétszej Sciezce u ~ v). Do warstwy zerowej nalezy wierzchotek zrédtowy, do
warstwy pierwszej — wierzcholki potaczone krawedzia ze zrédlem, ..., do warstwy k-
tej — ujscie. Podzial na warstwy moze by¢ zrealizowany poprzez przeszukiwanie grafu
wszerz w czasie O(n + m).

e wyznacza sie wszystkie éciezki powiekszajace miedzy zrodlem a ujsciem, ktérych wierz-
chotki naleza do kolejnych warstw (0, 1, ... k). W ten sposéb wszystkie wyznaczone
w jednej fazie algorytmu Sciezki powiekszajace maja taka sama dlugosé k. Dla kazdej
krawedzi (u,v), przez ktora zostal zwiekszony przeplyw, zmniejsza sie o tyle samo
przepltyw w krawedzi (v, u) (w kolejnych fazach moze si¢ okazaé, ze wyznaczenie maksy-
malnego przeptywu wymaga cofniecia czesci aktualnego przeptywu, co realizowane jest
w algorytmie przez wprowadzenie ujemnego przeplywu o przeciwnym zwrocie). Faza
wyznaczania pojedynczej Sciezki powigkszajacej w przedstawionej tu implementacji re-
alizowana jest poprzez przeszukiwanie grafu w gtab.

e usuwa sie z grafu skierowane krawedzie nasycone, aby nie przetwarzaé niepotrzebnie
krawedzi, ktére nie moga nalezeé¢ do kolejnych $ciezek powiekszajacych.

Funkcja int Graph<V,E>::MaxFlow(int, int) przyjmuje jako parametry odpowiednio
numery wierzchotkéw stanowiacych Zrodto oraz ujécie wyznaczanego przeptywu, a zwraca
wielkoéé¢ tego przeptywu. Dodatkowo, dla kazdej krawedzi w grafie wyznaczana jest wartoscé
int f, ktéra réwna jest wielkosci przeplywu w tej krawedzi (w przypadku ujemnej wartosci
przeplywu, jest to przeplyw skierowany w przeciwna strong). Do dzialania funkcja wyma-
ga wzbogacenia struktury wierzchotkéw o pole int t (jest ono wykorzystywane przez faze
przeszukiwania wszerz oraz w glab) oraz krawedzi o pole int ¢ — przepustowosci krawedzi,
oraz int f — wyznaczona wartos¢ przeptywu. Grafy, na jakich operuje omawiana funkcja
sa nieskierowane, jednak istnieje mozliwosé ustawiania réznych przepustowosci krawedzi w
rézne strony — przed przystapieniem do wyznaczania przeplywu nalezy jedynie zmodyfikowaé
odpowiednio wartosci pdl int ¢ krawedzi.
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Listing 2.41: Implementacja funkcji int Graph<V,E>: :MaxFlow(int, int)

// Zmienna out reprezentuje numer wierzcholka-zZrédia

01 int out;

02 #define ITER typename vector<Ed>::iterator

// Wektor itL zawiera dla kazdego wierzcholka wskaZnik na aktualnie
// przetwarzang krawedz

03 vector<ITER> itL;

04 VI vis;

// Funkcja wykorzystuje czasy odwiedzenia wierzchotkéw z tablicy vis do
// wyznaczania Sciezek poszerzajacych

05 int FlowDfs(int x, int £1) {

06 int r = 0, f;

// Jes§li aktualny wierzcholek jest ujSciem, lub nie mozna powiekszyé przepiywu,

// to zwréé aktualny przepiyw

07 if (x == out || !'fl) return f1;

// Przetwérz kolejne krawedzie wierzcholka w celu znalezienia Sciezki

// poszerzajacej

08  for (ITER & it = itL[x]; it !'= glx].end(); ++it) {

// Jesli krawedZ nie jest nasycona i prowadzi miedzy kolejnymi warstwami...
09 if (vis[x] + 1 == vis[it->v] && it->c - it->f) {

// Wyznacz wartos$é przepiywu, ktéry mozna przeprowadzié przez przetwarzang

// krawedZ oraz zaktualizuj odpowiednie zmienne

10 it->f += f = FlowDfs(it->v, min(fl, it->c - it->£));
11 glit->v][it->rev] .f -= f;

12 r += f;

13 £f1 -= f;

// Jesli nie mozna powiegkszy¢ przepiywu to przerwij

14 if (1£f1) break;

15 }

16}

17 return r;

18 }

// Funkcja wyznacza maksymalny przeptyw miedzy wierzchotkami s oraz f
19 int MaxFlow(int s, int £) {

// Inicjalizacja zmiennych

20 int res = 0, n = SIZE(g);

21 vis.resize(n);

22 itL.resize(n);

23 out = f;

24 REP(x, n) FOREACH(it, gl[x]) it->f = 0;

25 int q[n], b, e;

26  while (1) {

// Ustaw wszystkie wierzcholki jako nieodwiedzone

27 REP(x, n) vis[x] = -1, itL[x] = glx].begin();

// Wykonaj algorytm BFS zaczynajac ze zrédia s i analizujac tylko

// nienasycone krawedzie

28 for (qlvis[s] = b =e =0] = s; b <= e; ++b)

29 FOREACH(it, glqlbl]) if (visl[it->v] == -1 && it->c > it->f)
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Listing 2.41: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

30 vis[q[++e] = it->v] = vis[q[bl] + 1;

// Jesli nie istnieje $ciezka do ujscia f, to przerwij dziatanie
31 if (vis[f] == -1) break;

// Zwieksz aktualny przeptyw

32 res += FlowDfs(s, INF);
33 }

34 return res;

35}

Listing 2.42: Dla grafu przedstawionego na rysunku 2.12.a, wywolanie funkcji int
Graph<V,E>::MaxFlow(0, 5) wyznaczy nastepujaca warto$¢ maksymalnego przepltywu

Wielkosc calkowitego przeplywu: 15
Wartosci przeplywu dla kolejnych krawedzi:

£(0, 1) = 10
£(0, 3) = 5
f(1, 2) = 7
f(1, 4) = 3
f(2, 4) = 2
f(2, 5) = 5
f(3, 4) = 5
f(4, 5) = 10

Listing 2.43: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 2.42. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie w pliku maxflow. cpp

// Wzbogacenie struktury wierzcholkéw oraz krawedzi o elementy wymagane przez
// algorytm Dinica

01 struct Ve {

02 int rev, c, f;

03 };

04 struct Vs {

05 int t;

06 };

07 int main() {

08 int n, m, s, £, b, e;

// Wczytaj liczbe wierzchotkéw i krawedzi w grafie oraz zrédio i ujscie
// wyznaczanego przeptywu

09 cin >>n >>m >> s >> f;

// Skonstruuj graf o odpowiedniej wielkoSci, a nastepnie dodaj do niego
// wszystkie krawedzie

10 Graph<Vs, Ve> g(n);

11 Ve 1;
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Listing 2.43: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

12 REP(x, m) {

13 cin >> b >> e >> 1l.c;
14 g.EdgeU(b, e, 1);
15 }

// Wypisz wielkoS§¢ przeptywu miedzy Zrédtem a ujsSciem

16 cout << "Wielkosc calkowitego przeplywu: " << g.MaxFlow(s, f) << endl;
17 cout << "Wartosci przeplywu dla kolejnych krawedzi:" << endl;

18  REP(x, SIZE(g.g)) FOREACH(it, g.glx]) if (it->f > 0)

19 cout << "f(" << x << M, " LK< AtV << M) = " << it->f << endl;
20 return O;
21}

2.12.2. Maksymalny przeplyw dla krawedzi jednostkowych

W wielu zadaniach, zwigzanych z wyznaczaniem maksymalnego przeplywu, pojawiaja sie
rézne dodatkowe ograniczenia, ktore niekiedy utatwiaja badz utrudniaja rozwiazywany prob-
lem. Jednym z takich ograniczen moze by¢ zatozenie, ze przez kazda krawedz moze przeptywaé
co najwyzej jednostkowa wielko$é¢ przeptywu. Problem tego typu nazywaé bedziemy poszuki-
waé maksymalnego jednostkowego przeptywu (z krawedziami o jednostkowej przepustowosci).
Algorytm z poprzedniego rozdzialu jak najbardziej nadaje sie do rozwiazywania tego prob-
lemu, jednak istnieje nie tylko prostszy, ale réwniez i szybszy algorytm.

Przedstawiony w tym rozdziale algorytm stuzy do wyznaczania maksymalnego jednos-
tkowego przeplywu w czasie O(n®/3) dla graféw skierowanych. Podobnie jak w algorytmie
Dinica, pomyst polega na wyszukiwaniu kolejnych Sciezek powiekszajacych. Fakt, iz kazda
krawedz na wyznaczanych Sciezkach powigkszajacych ma taka sama niewykorzystana prze-
pustowosé, pozwala na prosty sposéb usuwania krawedzi nasyconych, oraz dodawania ich
odpowiednikéw o przeciwnym zwrocie. Wyznaczanie Sciezek powieckszajacych realizowane jest
przez dwie fazy — przeszukiwanie BFS, ktére dokonuje podzialu wierzchotkéw na warstwy,
a nastepnie przeszukiwanie w glab, na skutek ktoérego odwracane sa skierowania krawedzi
nalezacych do znalezionych Sciezek powiekszajacych. W przypadku, gdy w grafie nie ist-
nieje juz wiecej Sciezek powiekszajacych prowadzacych ze zrédta do ujscia, algorytm konczy
dziatanie, zwracajac jako wynik liczbe wyznaczonych dotychczas Sciezek. Przyktad dziata-
nia zostal przedstawiony na rysunku 2.13. Funkcja int UnitFlow(int, int) z listingu 2.44
realizuje opisany algorytm, przyjmujac jako parametry numery wierzcholkéw stanowiacych
odpowiednio zrédlo oraz ujécie wyznaczanego przepltywu. Jako wynik zwracana jest wielkos¢
maksymalnego jednostkowego przeplywu. Funkcja wymaga wzbogacenia struktury wierz-
chotkéw o pola int t oraz int s.

W przypadku korzystania z tej funkcji nalezy pamietaé, ze struktura grafu ulega mody-
fikacji — zostaje zmienione skierowanie krawedzi wchodzacych w sktad éciezek powiekszaja-
cych. Funkcja moze by¢ wykorzystywana zaréwno dla graféw skierowanych, jak i nieskierowa-
nych (w tym drugim przypadku jednak, modyfikacje wykonane na grafie zaburzaja reprezen-
tacje krawedzi nieskierowanych przy uzyciu pdl int rev).

Listing 2.44: Implementacja funkcji int Graph<V,E>: :UnitFlow (int, int)

// Funkcja odwraca skierowanie krawedzi e wychodzagcej z wierzcholka v
01 void mvFlow(int v, Ed & e) {
02 intu = e.v;
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Listing 2.44: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

03  glul.PB(e);

04 glul] .back().v = v;

05 swap(gl[v] .back(), e);

06 glvl.popback();

07 }

08 int Ue;

// Funkcja szuka Sciezki prowadzacej do wierzchotka Ue (ujs$cia) przy uzyciu
// przeszukiwania w giab

09 bool UFDfs(int v) {

// Jesli wierzcholek jest ujsSciem, to zostata znaleziona Sciezka poszerzajaca
10 if (v == Ue) return true;

11 glvl.s = 1;

// Dla kazdej krawedzi wychodzacej z wierzchoika...

12 FOREACH(it, glvl)

// Jesli *aczy ona kolejne warstwy oraz wierzchotek docelowy nie byl jeszcze
// odwiedzony, to odwiedZ go...

13 if (glit->vl.t == 1 + glvl.t && 'glit->v].s && UFDfs(it->v)) {

// W przypadku znalezienia Sciezki poszerzajacej, zamiei skierowanie krawedzi
14 mvFlow (v, *it);

15 return true;
16 }

17 return false;
18 }

// Wtasciwa funkcja wyznaczajaca maksymalny przepiyw jednostkowy miedzy

// wierzchotkami vi i v2

19 int UnitFlow(int v1, int v2) {

20 int res = 0;

21 Ue = v2;

22 while (1) {

// Wyznacz drzewo przeszukiwania BFS

23 Bfs(vl);

// Je§li ujscie nie zostalo odwiedzone, to nie da sie powigkszyé przepiywu
24 if (glv2].t == -1) break;

25 FOREACH(it, g) it->s = 0;

// Dla kazdej krawedzi wychodzacej z wierzcholka Zrédtowego, jesli istnieje
// Sciezka poszerzajaca zawierajgca te krawedz, to powieksz przepiyw

26 FOREACH(it, glv1]) if (UFDfs(it->v)) {
27 res++;

28 mvFlow(vl, *it--);

29 }

30 }

31 return res;

32}
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Rysunek 2.13: Przyklad wyznaczania maksymalnego jednostkowego przeptywu dla grafu z rysunku

(a) pomiedzy wierzchotkiem numer 0, a wierzchotkiem numer 5. (b) Stan skierowania
krawedzi grafu po wyznaczeniu pierwszej $ciezki powiekszajacej 0 — 1 — 2 — 5. (c¢) Stan
skierowania krawedzi po wyznaczeniu drugiej $ciezki powiekszajacej 0 — 3 — 4 — 5. W
grafie nie ma juz wiecej Sciezek 0 ~» 5, zatem wyznaczony przeplyw jest maksymalny.

Listing 2.45: Warto$¢ wyznaczonego maksymalnego przeptywu dla grafu z rysunku 2.13.a miedzy
wierzchotkami 0 i 5 przez funkcje Graph<V,E>: :UnitFlow(int, int)

Przeplyw miedzy wierzcholkami 0 i 5 wynosi 2

Listing 2.46: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 2.45. Pelny kod
zrodlowy programu znajduje sie¢ w pliku unitflow. cpp

01 struct Ve {};

// Wzbogacenie struktury wierzchotkéw o pole wymagane przez funkcje UnitFlow
02 struct Vs {

03 int t,s;

04 };

05 int main() {

06 int n, m, s, f, b, e;

// Wczytaj liczbe wierzcholkéw i krawedzi w grafie oraz numer wierzcholka

// poczatkowego i koiicowego

07 cin >>n >>m >> s >> f;

// Skonstruuj graf o odpowiednim rozmiarze oraz dodaj do niego wymagane krawedzie
08 Graph<Vs, Ve> g(n);

09  REP(x,m) {

10 cin >> b >> e;
11 g.EdgeD(b, e);
12 }

// Wypisz wielko$¢é wyznaczonego maksymalnego przeptywu
13 cout << "Przeplyw miedzy wierzcholkami " << s << " i " << f <<

14 " wynosi " << g.UnitFlow(s, f) << endl;
15 return O;
16 }
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Rysunek 2.14: (a) Skierowany graf z kosztami przypisanymi krawedziom. (b) Wyznaczony maksymalny

przepltyw o wielkosci 2 i koszcie 109 dla krawedzi o wagach jednostkowych. (c) Maksy-
malny przeplyw o wielkosci 2 i minimalnym koszcie 75.

2.12.3. Najtanszy maksymalny przeplyw dla krawedzi jednostkowych

Na problem wyznaczania maksymalnego przepltywu z poprzed- HMH
niego rozdzialu mozna narzuci¢ dodatkowe wymaganie. Zat6ézmy, [TCON- 47 |

ze dla wszystkich krawedzi analizowanej sieci dodane zostaly nieu-
jemne koszty. Koszt utrzymania krawedzi jest rowny iloczynowi jej
kosztu oraz wielkosci przepltywu. Kosztem utrzymania catej sieci jest suma kosztow utrzyma-
nia wszystkich krawedzi. Nowo postawiony problem polega na wyznaczeniu w sieci maksy-
malnego przeplywu jednostkowego, ktérego koszt jest minimalny.

Algorytm, realizowany przez prezentowana funkcje PIT Graph<V,E>::MinCostFlow(int,
int) z listingu 2.47 dziala w czasie O(nxm*u), gdzie u jest wielkoScia wyznaczanego maksy-
malnego przeptywu. Pierwszym oraz drugim parametrem funkcji sa odpowiednio zrédto oraz
ujscie. Funkcja jako wynik swojego dzialania zwraca pare liczb naturalnych — wielkos$¢ wyz-
naczonego maksymalnego przepltywu oraz jego koszt. Do dziatania funkcji, wymagane jest
wzbogacenie struktury wierzchotkéow grafu o dodatkowe pola int t oraz int s, natomiast
krawedzi o pole int 1, w ktorym umieszcza sie koszt krawedzi.

Zasada dziatania algorytmu jest podobna do innych algorytmoéw wyznaczajacych maksy-
malny przeplyw. Tym razem jednak, w celu zapewnienia minimalnosci kosztu, do wyznacza-
nia Sciezek powiekszajacych wykorzystywany jest algorytm Bellmana-Forda. Zauwazmy, ze
jesli poszukujemy przeplywu jednostkowego o minimalnym koszcie, ktérego wielko$é wynosi
1 (przeplyw taki sklada sie z dokladnie jednej $ciezki powiekszajacej), to Sciezke powiek-
szajaca moznaby wyznaczy¢ przy uzyciu algorytmu Dijkstry — sumaryczny koszt utrzymania
krawedzi na Sciezce mozna potraktowaé jako jej dtugo$é. Zatem najkrotsza znaleziona Sciezka
miedzy Zrodlem a ujsciem jest zgodnie z nasza definicja najtansza.

Po wyznaczeniu pierwszej Sciezki powiekszajacej, nalezy zamieni¢ zwroty oraz koszty
krawedzi do niej nalezacych na przeciwne, a nastepnie przystapi¢ do wyszukiwania kolejnych
Sciezek powiekszajacych. Ze wzgledu jednak na zamiane kosztéw krawedzi, w grafie pojawia
sie krawedzie z ujemnymi wagami, co powoduje, ze algorytm Dijkstry nie moze zosta¢ juz
uzyty — zamiast niego mozna jednak skorzysta¢ z algorytmu Bellmana-Forda.

Korzystajac z funkcji PIT Graph<V,E>::MinCostFlow(int, int) nalezy pamieta¢ o tym,
ze dokonuje ona modyfikacji struktury grafu poprzez zamiany zwrotéw krawedzi oraz zmiany
ich kosztow.
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Listing 2.47: Implementacja funkcji PIT Graph<V,E>::MinCostFlow(int, int)

// Funkcja wyznacza wielko§¢ oraz koszt maksymalnego, jednostkowego przepiywu o
// minimalnym koszcie w sieci miedzy wierzchotrkami vl oraz v2. Na skutek jej

// dzialania graf podlega modyfikacjom.

01 PII MinCostFlow(int v1, int v2) {

02 int n = SIZE(g);

03 PII res = MP(0, 0);

04 vector < typename vector<Ed>::iterator > vit(SIZE(g));

05 while (1) {

// Ustaw aktualne odleglosci dla wszystkich wierzchotkéw (poza zZrédiem) na

// INF oraz zaznacz wierzcholek vl jako Zrédto wyszukiwania

06 FOREACH(it, g) it->t = INF;
07 glvil.t = 0;
08 glvil.s = -1;

// Wykonaj co najwyzej SIZE(g) faz wyznaczania najkrétszych Sciezek metoda
// Bellmana-Forda

09 for (int chg = 1, cnt = 0; chg && ++cnt < SIZE(g);) {
10 chg = 0;

11 REP(i, SIZE(g)) FOREACH(it, glil)

12 if (glil.t + it->1 < glit->vl.t) {

13 glit->vl.t = glil.t + it->1;

14 glit->v].s = i;

15 vit[it->v] = it;

16 chg = 1;

17 }

18 }

// Jesli nie wyznaczono Sciezki miedzy vl a v2, to przerwij
19 if (g[v2].t == INF) break;

// Zwieksz wynik

20 res.ST++;

21 res.ND += g[v2].t;

// 0dwr6¢ skierowanie krawedzi na wyznaczonej sSciezce oraz zmien znaki wag
// krawedzi na przeciwne

22 int x = v2;

23 while (x !'= v1) {

24 int v = glx].s;

25 swap (xvit [x], glv].back());
26 Ed e = gl[v].back();
27 e.l *= -1;

28 e.v = V;

29 gl[x].PB(e);

30 glx = v].pop-back();
31 }

32 }

33 return res;

34}
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Listing 2.48: Wielko$¢ oraz koszt maksymalnego przeplywu o minimalnym koszcie wyznaczonego
przez funkcje PII Graph<V,E>::MinCostFlow(int, int) wykonanej dla grafu z rysunku 2.14,
zrodta 0 1 ujécia 7.

Wyznaczanie przeplywu z 0 do 7
Wielkosc przeplywu: 2, koszt przeplywu: 75

Listing 2.49: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 2.48. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku mincostflow. cpp

// Wzbogacenie dla wierzchotrkéw oraz krawedzi wymagane przez funkcje

// MinCostFlow

01 struct Vs {

02 int t, s;

03 };

04 struct Ve {

05 int 1;

06 };

07 int main() {

08 int n, m, s, f, b, e;

// Wczytaj liczbe wierzcholkéw i krawedzi oraz zrédio i ujsScie wyznaczanego
// przeptywu

09 cin >>n >>m >> s >> f;

// Skonstruuj graf o odpowiedniej liczbie wierzchotkéw oraz dodaj do niego
// wymagane krawedzie

10 Graph<Vs, Ve> g(n);

11 Ve 1;

12 REP(x, m) {

13 cin >> b >> e >> 1.1;
14 g.EdgeD(b, e, 1);

15 }

// Wyznacz maksymalny, najtanszy przeplyw oraz wypisz wynik

16 cout << "Wyznaczanie przeplywu z " << s << " do " << f << endl;
17 PII res = g.MinCostFlow(s, f);

18 cout << "Wielkosc przeplywu: " << res.ST;

19 cout << ", koszt przeplywu: " << res.ND << endl;

20 return 0;

21}

Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie Trudne H
acm.uva.es - zadanie 10092 | acm.uva.es - zadanie 10480 | acm.uva.es - zadanie 10546
acm.uva.es - zadanie 10330 | acm.sgu.ru - zadanie 176 acm.sgu.ru - zadanie 212
acm.sgu.ru - zadanie 194
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Rysunek 2.15: (a) Przykladowy graf o maksymalnym skojarzeniu wielko$ci 3. Krawedzie nalezace do
przyktadowego maksymalnego skojarzenia zostaly pogrubione. (b) Graf o doskonalym
skojarzeniu wielkosci 4.

2.13. Maksymalne skojarzenie w grafie dwudzielnym

Problem znajdowania maksymalnego skojarzenia w grafie nie- H Litoratura H
skierowanym G = (V, E) polega na wyznaczeniu najwiekszego ze
wzgledu na liczno$é zbioru krawedzi V! C V takiego aby zadne (WDA] - 27.3
dwie krawedzie nie mialy wspdlnego konca. W przypadku, gdy [KDP] - 4.3

wszystkie wierzchotki grafu sa konicami pewnych krawedzi ze sko-

jarzenia (wielko$¢ skojarzenia jest wtedy réwna %), skojarzenie takie nazywamy doskonatym.
Na rysunku 2.15 przedstawione sa przyktadowe grafy wraz z wyznaczonymi maksymalnymi
skojarzeniami.

Znalezienie takiego zbioru krawedzi w dowolnym grafie nie jest rzecza tatwa (wprawdzie
istnieje algorytm dzialajacy w czasie O(m * /n), jednak jego implementacja jest nie try-
wialna). Na szczescie istnieja dosyé ciekawe klasy graféw, dla ktérych rozwiazanie okazuje
sie istotnie prostsze. Jedna z takich klas sa grafy dwudzielne — w ich przypadku, prob-
lem maksymalnego skojarzenia mozna sprowadzi¢ do wyznaczania maksymalnego przeptywu
jednostkowego.

W kolejnych podrozdziatach przedstawimy prosty algorytm stuzacy do wyznaczania maksy-
malnego skojarzenia w grafach dwudzielnych w czasie O(n x (n 4+ m)), a nastepnie pokazemy
implementacje algorytmu Hopcrofta-Karpa, wyznaczajacego maksymalne skojarzenie w cza-
sie O((n + m) * y/n). Zanim jednak to nastapi, przyblizymy pojecie graféw dwudzielnych.

2.13.1. Dwudzielnos$¢ grafu

Graf G = (V, E) nazywamy dwudzielnym, gdy zbiér jego wierzchotkéw V' mozna podzielié
na dwa roztaczne zbiory Vi oraz Vo, V3 U Vo = V| w taki sposdb, aby wszystkie krawedzie
grafu (u,v) € E prowadzily miedzy wierzchotkami z réznych zbioréw (u € Vi, v € Vo lub v €
Vi, u € V3). Podzial taki jest mozliwy dla kazdego grafu niezawierajacego cyklu o nieparzys-
tej dlugosci. Wiele algorytméw skonstruowanych z mysla o grafach dwudzielnych, przed
przystapieniem do rozwiazania wlasciwego zagadnienia, musi wyznaczy¢ podzial (V1,V5). Na
listingu 2.50 przedstawiona jest implementacja funkcji bool Graph<V,E>::BiPart(vector
<bool>&), stuzaca do wyznaczania tego podziatu. Funkcja przyjmuje jako parametr ref-
erencje do wektora zmiennych logicznych, a zwraca prawde, jesli graf, dla ktérego zostata
wywolana jest dwudzielny. Wtedy rowniez przekazany przez referencje wektor wypelniany jest
wartosciami logicznymi — k-ta z tych wartosci reprezentuje przynaleznosé k-tego wierzcholtka
grafu do zbioru Vj. Dziatanie funkcji opiera si¢ na algorytmie sortowania topologicznego grafu
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(a) (b)

Rysunek 2.16: (a) Graf dwudzielny o dziewigciu wierzchotkach i dwunastu krawedziach. (b) Podzi-
al zbioru wierzchotkéw grafu z rysunku (a) na dwa roztaczne zbiory {0,1,2,3,8} oraz
{4,5,6, 7}, taki ze miedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami w tym samym zbiorze nie
istnieje zadna krawedz.

— posortowane wierzchotki sa przetwarzane w kolejnosci wyznaczonego porzadku i zachtan-
nie umieszczane w jednym ze zbioréw V; lub Va. Ztozonos$é czasowa algorytmu wynosi zatem
O(n + m). Ze wzgledu na fakt, iz grafy dla ktérych wyznaczany jest podzial przy uzyciu
funkcji bool Graph<V,E>::BiPart (vector <bool>&) sa nieskierowane, moze pojawic si¢
obawa o poprawnos¢ algorytmu — wykorzystywane jest bowiem sortowanie topologiczne dzi-
alajace poprawnie dla graféw skierowanych. Istotna obserwacja pozwalajaca na uzasadnienie
poprawnosci algorytmu jest fakt, iz faza rozdzielajaca wierzchotki grafu na dwa zbiory V; i Vo
korzysta z tylko jednej wlasnosci porzadku wyznaczonego przez sortowanie topologiczne —
jesli kolejno przetwarzany wierzcholek nie zostal jeszcze przydzielony do zadnego ze zbioréw,
to jest on pierwszym wierzchotkiem analizowanym w obrebie swojej spojnej sktadowej, a
zatem mozna go przydzieli¢ do dowolnego ze zbioréw (algorytm przydziela go do zbioru V53).

Listing 2.50: Implementacja funkcji bool Graph<V,E>: :BiPart(vector<bool>&)

01 bool BiPart (vector<char> &v) {

// Inicjalizacja zmiennych

02  v.resize(SIZE(g), 2);

// Wykonaj sortowanie topologiczne grafu. W grafie moga wystepowaé cykle, ale
// nie stanowi to problemu

03 VI r = TopoSortV();

// Dla kazdego wierzcholka w grafie

04  FOREACH(x, r) {

// Jesli wierzchotek nie byt jeszcze odwiedzony, to przydzielany jest on do
// pierwszego zbioru wierzchotkéw

05 if (vl*x] == 2) v[*x] = 0;

// Przetwérz kazdego sasiada aktualnego wierzcholka - jesli nie byl on jeszcze
// odwiedzony, to przydziel go do innego zbioru niz wierzchotek x, a jesli

// byt odwiedzony i jest w tym samym zbiorze co x, to graf nie jest

// dwudzielny

06 FOREACH(it, gl*x]) if (v[it->v] == 2) v[it->v] = 1 - v[*x];
07 else if (v[it->v] == v[*x]) return O;

08 }

09 return 1;

10 }
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Przedstawiona funkcja bool Graph<V,E>: :BiPart (vector<bool>&) bedzie wykorzy-
stywana przez algorytmy wyznaczania maksymalnego skojarzenia w grafach dwudzielnych.
Oryginalne algorytmy, pochodzace z biblioteczki algorytmicznej, nie wymagaja implementacji
tej funkcji, gdyz wychodza one z zalozenia, ze wierzcholki w grafie o numerach 0...5 —1
naleza do zbioru V1, podczas gdy wierzchotki 5 ...n —1 — do zbioru V5. Takie zalozenie jest
wygodne w przypadku wigkszosci zadan, gdyz podczas konstrukeji grafu zazwyczaj z goéry
wiadomo, ktore wierzcholtki naleza do ktérego zbioru. Odpowiednia numeracja wierzchotkow
pozwala na skrocenie kodu implementowanego rozwiazania zadania.

Listing 2.51: Podzial wierzchotkéw grafu z rysunku 2.16.a wyznaczony przez funkcje bool
Graph<V,E>::BiPart(vector<bool>&1)

Wierzcholek 0 nalezy do VO
Wierzcholek 1 nalezy do VO
Wierzcholek 2 nalezy do VO
Wierzcholek 3 nalezy do VO
Wierzcholek 4 nalezy do V1
Wierzcholek 5 nalezy do V1
Wierzcholek 6 nalezy do V1
Wierzcholek 7 nalezy do V1
Wierzcholek 8 nalezy do VO

Listing 2.52: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 2.51. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie¢ w pliku bipart_str.cpp

01 struct Ve {

02 int rev;

03 };

// Wzbogacenie struktury wierzchotkéw wymagane przez funkcje Bipart
04 struct Vs {

05 int t, s;

06 };

07 int main() {

08 intn, m, b, e;

09 cin >> n >> m;

// Skonstruuj graf o n wierzchotkach i m krawedziach
10 Graph<Vs, Ve> g(n);

11 REP(x, m) {

12 cin >> b >> e;
13 g.EdgeU(b, e);
14 }

15 vector<char> 1;

// Wypisz wynik wyznaczony przez funkjce Bipart
16 if (g.BiPart(1)) {

17 REP(x, SIZE(1)) cout << "Wierzcholek " << x <<
18 " nalezy do V" << ((int) 1[x]) << endl;
19}

20 return 0;

21}
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2.13.2. Maksymalne skojarzenie w grafie dwudzielnym w czasie O(n*(n+m))

Bardzo waznym pojeciem, w kontekscie maksymalnego skojarzenia, jest Sciezka naprzemien-
na, ktoéra petni podobna role co $ciezka powiekszajaca w przypadku maksymalnego przepty-
wu. Niech dany bedzie graf G = (V,E) oraz zbiér E/ C E, stanowiacy skojarzenie w
grafie G (niekoniecznie maksymalne). Sciezka naprzemienna S nazywamy $ciezke postaci
S§1 — Sg — ... — Sk, taka ze s; oraz s; nie sa wierzchotkami skojarzonymi, oraz krawedzie
(S241, 82:141) € E' 1 € {1,2,... ,% — 1}. Przyklad Sciezki naprzemiennej o dlugosci 5 przed-
stawiony jest na rysunku 2.17.d.

Pierwsza, jaka zaprezentujemy funkcja stuzaca do wyznaczania maksymalnego skojarzenia
w grafie dwudzielnym, jest bool Graph<V,E>::BipMatching(), ktorej kod zrédtowy przed-
stawiony jest na listingu 2.53. W przypadku, gdy graf nie jest dwudzielny, funkcja ta zwraca
fatsz. W przeciwnym razie, dla kazdego wierzchotka v w grafie wyznaczana jest wartosé
zmiennej int m — numer wierzchotka skojarzonego z v. W przypadku wierzchotkéow niesko-
jarzonych, wyznaczona wartos¢ to —1. Funkcja wymaga wzbogacenia struktury wierzchotkéw
o dodatkowe pola int m oraz int t.

Metoda dzialania algorytmu polega na znajdowaniu kolejnych $ciezek naprzemiennych
(podobnie jak w przypadku maksymalnego przeptywu i Sciezki poszerzajacej, skojarzenie
jest maksymalne, gdy w grafie nie ma wiecej Sciezek naprzemiennych). W kazdym poje-
dynczym przebiegu algorytmu, przy uzyciu przeszukiwania grafu w glab wyznaczana jest
Sciezka naprzemienna, a nastepnie zamieniana jest przynaleznosé¢ do skojarzenia wszystkich
krawedzi lezacych na tej Sciezce. Pojedyncze przeszukiwanie zwigksza wielkosé wyznaczonego
skojarzenia o 1. Poniewaz wielko$¢ maksymalnego skojarzenia w grafie jest ograniczona z géry

n

przez %, zatem ztozonos¢ algorytmu to O(n * (n +m)).

Listing 2.53: Implementacja funkcji bool Graph<V,E>: :BipMatching()

// Funkcja realizujaca wyszukiwanie Sciezki naprzemiennej w grafie przy uzyciu
// przeszukiwania w giab

01 bool MDfs(int x) {

// Jesli wierzcholek nie zostal jeszcze odwiedzony...

02 if (glx].t) {

03 glx].t = 1;

// Dla kazdej krawedzi wychodzacej z wierzchotka, jesli koniec krawedzi nie

// jest skojarzony lub istnieje mozliwo$¢ wyznaczenia rekurencyjnie Sciezki

// naprzemiennej...

04 FOREACH(it, glx]) if (glit->v].m == -1 || MDfs(glit->v].m)) {
// Skojarz wierzchotki wzdtuz aktualnie przetwarzanej krawedzi

05 glglit->v].m = x].m = it->v;

06 return true;

07 }

08 }

09 return false;

10 }

// Funkcja wyznacza maksymalne skojarzenie w grafie dwudzielnym. Umieszcza ona w
// polu m kazdego wierzchotka numer wierzchotka z nim skojarzonego (lub -1

// dla wierzchotkéw nieskojarzonych).

11 bool BipMatching() {
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Listing 2.53: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

12 vector<char> 1;

// Jesli graf nie jest dwudzielny, zwréé fatsz
13 if (!BiPart(1)) return O;

// Inicjalizacja zmiennych

14  intn = SIZE(g), p = 1;

15 FOREACH(it, g) it->m = -1;

// Dopéki istnieje Sciezka naprzemienna. ..

16 while (p) {

17 p = 0;

18 FOREACH(it, g) it->t = 0;

// Wykonaj przeszukiwanie w gitab w celu znalezienia Sciezki naprzemiennej

19 REP(i, n) if (1[1i] && gl[i]l.m == -1) p |= MDfs(i);

20 }

21 return 1;

22 }

Listing 2.54: Maksymalne skojarzenie wyznaczone przez funkcje bool

Graph<V,E>::BipMatching() dla grafu z rysunku 2.17.a

Wierzcholek 0 skojarzono z 3
Wierzcholek 1 skojarzono z 2
Wierzcholek 4 skojarzono z 5

Listing 2.55: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 2.54. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie w pliku bipmatch.cpp

01 struct Ve {

02 int rev;

03 };

// Wzbogacenie wierzcholkéw grafu wymagane przez funkcje BipMatching
04 struct Vs {

05 int m, t;

06 };

07 int main() {

08 int n, m, s, b, e;

// Skonstruuj odpowiedni graf na podstawie danych wejsciowych
09 cin >> n >> m;

10 Graph<Vs, Ve> g(n);

11 REP(x, m) {

12 cin >> b >> e;
13 g.EdgeU(b, e);
14 }

// Wyznacz maksymalne skojarzenie oraz wypisz wynik
15 if (g.BipMatching()) REP(x, SIZE(g.g)) if (g.glx].m > x)

16 cout << "Wierzcholek " << x << " skojarzono z " << g.glx]l.m << endl;
17 return 0;
18 }
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2.13.3. Maksymalne skojarzenie w grafie dwudzielnym w czasie O((n +m) *
V)

Przedstawiona w tym rozdziale implementacja algorytmu Hopcrofta-Karpa wyznacza maksy-
malne skojarzenie w grafie dwudzielnym, sprowadzajac problem do wyznaczania maksymal-
nego jednostkowego przeptywu w grafie. Niech zbiory Vi oraz V5 stanowia podziatl dwudziel-
ny zbioru wierzchotkéw grafu G = (V, E), dla ktérego wyznaczane jest maksymalne sko-
jarzenie. Nasz algorytm modyfikuje graf G, dodajac do niego dwa specjalne wierzchotki —
zrodlo oraz ujscie. Wierzchotek-zrodto taczony jest ze wszystkimi wierzchotkami ze zbioru
V1, natomiast wszystkie wierzchotki ze zbioru Vs laczone sa z ujéciem. Przyktadowa kon-
strukcja tego typu zostala przedstawiona na rysunku 2.18. Po wyznaczeniu maksymalnego
przeptywu miedzy zrédlem a ujéciem, krawedzie oryginalnego grafu G, przez ktore reali-
zowany jest jednostkowy przepltyw, naleza do wyznaczonego maksymalnego skojarzenia. Do
wyznaczenia maksymalnego przeplywu mozna wykorzysta¢ dowolny algorytm, jednak jezeli
zastosujemy algorytm do wyznaczania jednostkowego maksymalnego przeplywu realizowany
przez funkcje int Graph<V,E>::UnitFlow(int,int), to otrzymamy algorytm o zlozonosci
czasowej O((n + m) * /n).

Opisany algorytm realizowany jest przez funkcje VI Graph<V,E>::Hopcroft() z listin-
gu 2.56. Funkcja ta zwraca jako wynik wektor liczb catkowitych o dlugosci n. Dla kazdego
wierzchotka v odpowiadajaca mu liczba reprezentuje numer wierzchotka, z ktérym v zostat
skojarzony. W przypadku, gdy wierzchotek v nie zostal skojarzony, odpowiadajaca liczba jest
—1.

Listing 2.56: Implementacja funkcji VI Graph<V,E>: :Hopcroft ()

// UWAGA: Na skutek dziatania algorytmu graf ulega modyfikacji

01 VI Hopcroft() {

// Inicjalizacja zmiennych

02 int n = SIZE(g);

03 VI res(n, -1);

04 vector<char> 1;

// Jesli graf nie jest dwudzielny, to algorytm zwraca puste skojarzenie
05 if (!BiPart(1)) return res;

// Do grafu dodawane sa dwa wierzcholki, jeden z nich jest taczony ze wszystkimi
// wierzchotkami z pierwszego zbioru wyznaczonego przez funkcje BiPart,
// natomiast drugi z wierzchotrkami z drugiego zbioru.

06 g.resize(n + 2);

07 REP(i, n) if (!1[i]) EdgeD(n, 1i);

08 else EdgeD(i, n + 1);

// Wyznaczany jest przeptyw jednostkowy w zmodyfikowanym grafie

09 UnitFlow(n, n + 1);

// Skojarzenie jest rekonstruowane na podstawie wyniku wyliczonego przez
// algorytm wyznaczajacy przeplyw jednostkowy

10 REP(i, n) if (1[i] && gli][0].v '=n + 1)

11 res[res[g[i] [0].v] = i] = gl[il[0].v;
12 return res;
13 }
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Listing 2.57: Wynik wygenerowany przez funkcje VI Graph<V,E>: :Hopcroft() dla grafu z ry-
sunku 2.18.a

Wierzcholek 0 skojarzono z 3
Wierzcholek 1 skojarzono z 2
Wierzcholek 4 skojarzono z 5

Listing 2.58: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 2.58. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie¢ w pliku hopcroft_str.cpp

01 struct Ve { };

// Wzbogacenie wierzcholkéw grafu wymagane przez funkcje Hopcroft
02 struct Vs {

03 int t, s;

04 };

05 int main() {

06 intn, m, b, e;

// Skonstruj graf o odpowiednim rozmiarze oraz dodaj do niego wymagane krawedzie
07 cin >> n >> m;

08 Graph<Vs, Ve> g(n);

09  REP(x, m) {

10 cin >> b >> e;
11 g.EdgeD(b, e);
12 }

// Wykonaj algorytm Hopcrofta oraz wypisz wynik
13 VI res = g.Hopcroft();
14 REP(x, SIZE(res)) if (res[x] > x)

15 cout << "Wierzcholek " << x << " skojarzono z " << res[x] << endl;
16 return O;
17 }

Zadanie: Skoczki

Pochodzenie: Rozwiazanie:
Olimpiada Informatyczna krajéow Baltyckich 2001 knights.cpp

Dana jest szachownica o rozmiarach n*n, z ktérej usunieto pewna liczbe pél. Zadanie polega
na wyznaczeniu maksymalnej liczby skoczkéw, ktore mozna ustawi¢ na planszy w ten sposéb,
aby zadne dwa z nich nie bily sie.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejscia opis szachownicy z usunictymi polami,

e wyznaczy maksymalna liczbe skoczkéw, ktore mozna ustawi¢ na szachownicy w ten
sposoOb, zeby zadne dwa nie bity sie,

e wypisze wynik na standardowe wyjscie
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Wejscie

Pierwszy wiersz wejécia zawiera dwie liczby catkowite n oraz m (1 < n < 200, 0 < m < n?),
n jest rozmiarem szachownicy, a m to liczba usunietych pél. Kazdy zZ koleJnych m wierszy
zawiera dwie liczby x oraz y (1 < x,y < n) — wspdlrzedne usunietego pola. Wspdlrzedne
gérnego-lewego pola szachownicy to (1, 1), natomiast dolnego-prawego to (n,n). Usuniete po-
la nie powtarzaja sie na liscie.

Wyjscie
W pierwszym i jedynym wierszu wyjscia nalezy wypisa¢ liczbe — maksymalna liczba skoczkdw,
ktorych da sie umiesci¢ na planszy, tak, aby zadne dwa si¢ nie bity.

Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:

3 9 X X
11 X X
3 3
S
Poprawnym rozwiazaniem jest: X X
H 5 X X

LRE

Rysunek 2.17: Kolejne fazy wyznaczania maksymalnego skOJarzenla w grafie dwudz1elnym. (a) graf we-
jéciowy. (b) wyznaczono Sciezke naprzemienng 4 — 3. (¢) wyznaczono $ciezke naprzemi-
enng 2 — 6. (d) Wyznaczono $ciezke naprzemienng 0 — 3 — 4 — 6 — 2 — 1. Krawedzie
(2,6) i (3,4) usuniete zostaly ze skojarzenia, a (0,3), (2,1) i (4,6) zostaly dodane
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(b)

Rysunek 2.18: (a) Graf, dla ktérego wyznaczane jest maksymalne skojarzenie. (b) sprowadzenie prob-

lemu maksymalnego skojarzenia w grafie dwudzielnym do wyznaczania maksymalnego,
jednostkowego przeptywu.

2.13.4. Najdrozsze skojarzenie w grafie dwudzielnym

W rozdziale tym przedstawiona jest funkcja VI Hungarian (int |

*xxy, int n), realizujaca metode wegierska wyznaczania najdrozsze-

k Inego skojarzenia w grafach dwudzielnych o réwno- | [CON] - 5.8 I
go maksymalneg J g y
licznych zbiorach wierzchotkow Vi oraz Va. Dziatanie algorytmu
zasadniczo polega na sprowadzeniu problemu wyznaczania maksymalnego najdrozszego sko-
jarzenia w grafie do zagadnienia programowania liniowego, ktére zostato oméwione w rozdziale
dotyczacym algebry liniowej. Ze wzgledu na ztozono$é¢ algorytmu, nie przedstawimy analizy
jego dziatania, a jedynie implementacje. Zainteresowanych zachecamy do zapoznania si¢ z
literatura.

Funkcja ta rézni si¢ istotnie od dotychczasowo omawianych. Jako parametr, przyjmuje ona
bowiem macierz sasiedztwa grafu dwudzielnego oraz jej rozmiar. Kolumny takiej macierzy
reprezentuja wierzchotki grafu nalezace do zbioru Vi, a wiersze — wierzchotki ze zbioru
Va. Wartosé pola w i-tej kolumnie i j-tym wierszu reprezentuje wage krawedzi miedzy i-tym
wierzcholkiem ze zbioru Vi i j-tym wierzcholkiem ze zbioru V5. Algorytm zaklada, ze graf, dla
ktérego wyznaczane jest skojarzenie, jest pelny. Takie zalozenie tatwo jest spelni¢ — wystar-
czy dla kazdej nieistniejacej krawedzi w grafie wstawi¢ do macierzy odpowiadajaca jej wage
rowna -INF. Na rysunku 2.19 przedstawiony jest przyktadowy graf wraz z odpowiadajaca mu
zmodyfikowana macierza sasiedztwa.

Przy uzyciu metody wegierskiej mozna wyznaczaé¢ nie tylko najdrozsze skojarzenie w
grafie, ale rowniez i najtansze — jedyne, co nalezy zrobi¢, to zmieni¢ na przeciwne wagi
wszystkich krawedzi w grafie.

Funkcja VI Hungarian(int *xw, int n) zwraca wektor liczb reprezentujacy skojarze-
nie wierzchotkéw ze zbioru Vi i Vi, (k-ty element tego wektora jest numerem wierzchotka
ze zbioru Vs, skojarzonego z k-tym wierzchotkiem ze zbioru V7). Implementacja tej funkcji
przedstawiona jest na listingu 2.59. Jej ztozonoéé czasowa to O(n?).

Listing 2.59: Implementacja funkcji VI Hungarian()

01 VI Hungarian(int **w, int n) {

02  int 1x[n], ly[n], skojx[n], skojy[n];

03 int markx[n], marky[n], sl[n], par[n], qln];
04 REP(i, n) {

05 skojx[i] = skojyl[i] = -1;
06 ly[i] = 0;
07 1x[i] = *max_element(w[i], w[i] + n);
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Listing 2.59: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

08 }

09 REP(k, n) {

10 int v=-1, gb = 0, ge = 0;

11 REP(i, n) {

12 marky[i] = markx[i] = 0;

13 s1[i] = -1;

14 if (skojx[i] == -1) qlqe++] = i;

15 }

16 while (v == -1) {

17 while (gb < qge) {

18 int i = qlgb++];

19 markx[i] = 1;

20 REP(j, n)

21 if ('marky[j] && (s1[j] == -1 || s1[j] > 1x[i] + 1y[j] - wlil[j])) {
22 if ((s1[j] = 1x[par[j]l = il + 1y[j] - wlil[j1) == 0) {
23 marky[j] = 1;

24 if (skojy[jl '= -1) qlqge++] = skojyl[jl;
25 else {

26 v =7;

27 goto end;

28 }

29 }

30 }

31 }

32 int x = -1;

33 REP(i, n) if (!marky[i] && (x == -1 || sl[i] < %)) x = sl[i];
34 REP(i, n) {

35 if (markx[i]) 1x[i] -= x;

36 if (marky([il) 1y[il += x;

37 else if ((s1[i] -= x) == 0) {

38 marky[i] = 1;

39 if (skojy[i] !'= -1) qlqge++] = skojyl[il;
40 elsev = i;

41 }

42 }

43 }

44 end:

45 while (v !'= -1) {

46 int y = skojx[par([v]];

47 skojx[par[v]] = v;

48 skojy[v] = par([v];

49 vV =Y

50 }

51}

52  return VI(skojx, skojx + n);

53 }
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(b)

Rysunek 2.19: (a) Graf dwudzielny z wagami na krawedziach. (b) Zmodyfikowana macierz sasiedztwa,

wyznaczona dla grafu z rysunku (a). (c) Graf nie zawierajacy doskonalego skojarzenia

W wielu zadaniach dane wejéciowe sa tak przedstawione, ze w bardzo prosty sposéb moz-
na skonstruowaé¢ macierz przekazywana do funkcji VI Graph<V,E>::Hungarian(int **w,
int n). Nie zawsze jednak okazuje sie to prostym zadaniem. Sytuacja taka wystepuje przede
wszystkim w zadaniach, w ktérych najpierw nalezy dokonaé¢ wstepnego przetworzenia danych,
a dopiero potem mozna przystapi¢ do wyznaczania najdrozszego maksymalnego skojarzenia.
W takich przypadkach pomocna okazaé si¢ moze funkcja VI Graph<V,E> ::HungarianG(),
ktéra wywoluje VI Graph<V,E>::Hungarian(int **w, int n) dla poczatkowego grafu. W
kolejnym kroku nastepuje konwersja rezultatu do postaci zgodnej z formatem wyniku wyz-
naczanym przez algorytm Hopcrofta. Dziatanie funkcji VI Graph<V,E>:: HungarianG()
sktada sie z wyznaczenia podzialu zbioru wierzchotkéw grafu na zbiory V; oraz Vs, kon-
strukcji zmodyfikowanej macierzy sasiedztwa, wywotania wlasciwej funkcji wyznaczajacej
maksymalne skojarzenie, oraz konwersji wyznaczonego wyniku. Funkcja ta dodatkowo usuwa
stabo$¢ metody wegierskiej — wymuszenia rownolicznosci zbioréw Vi oraz Va. Jedli w grafie
zbiory te nie sa réwne, to tworzone sa specjalne wierzchotki-atrapy.

Listing 2.60: Implementacja funkcji VI Graph<V,E>: :HungarianG()

01 VI HungarianG() {

02 vector<char> 1;

03 VI re(SIZE(g), -1);

// Jesli graf nie jest dwudzielny, to zwrdéé puste skojarzenie
04 if (!BiPart(1)) return re;

05 int gr[SIZE(g)], rel[2] [SIZE(g)], n = 0, m = O;

// Przypisz wierzchotkom z oryginalnego grafu odpowiedniki w macierzy sagsiedztwa
06 REP(x, SIZE(g)) rell[l[x]][gr[x] = (1[x] ? n++ : m++)] = x;
// Skonstruuj macierz sasiedztwa

07 int *w[n >7 = m];

08  REP(i, n) {

09 wli] = new int[n];
10 REP(j, n) w[il[j] = -INF;
11 }

// Dodaj do macierzy wagi krawedzi z grafu

12 REP(x, SIZE(g)) FOREACH(it, glx])

13 wlmin(gr[x], grlit->v])] [max(grlx], grlit->v])] =

14 max(wlmin(gr[x], grlit->v])][max(gr(x], grlit->v1)], it->c);
// Wykonaj algorytm wegierski

15 VI res = Hungarian(w, n);

// Zrekonstruuj wynik, uzywajac wyznaczonej macierzy skojarzenia
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Listing 2.60: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

16 ~ REP(x, SIZE(res)) if (w[x][res[x]] != -INF) {
17 rel[rel[0] [x]] = rell[1][res[x]];

18 re[rel[1] [res[x]]] = rell[0] [x];

19 }

20 REP(i, n) delete[lw[i];
21 return re;
22 }

Listing 2.61: Wynik wygenerowany przez funkcje VI Graph<V,E>::HungarianG() dla grafu z
rysunku 2.19.c

Wierzcholek 1 skojarzono z 2
Wierzcholek 3 skojarzono z 4

Listing 2.62: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 2.61. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie w pliku hungarian. cpp

// Wzbogacenie wierzcholkéw oraz krawedzi wymagane przez algorytm wyznaczania
// najciezszego maksymalnego skojarzenia

01 struct Vs {

02 int t, s;

03 };

04 struct Ve {

05 int c, rev;

06 };

07 int main() {

08 int n, m, s, b, e;

// Konstruowanie grafu zgodnie z zadanym opisem
09 cin >> n >> m;

10 Graph<Vs, Ve> g(n);

11 Ve 1;

12 REP(x, m) {

13 cin >> b >> e >> 1l.c;
14 g.EdgeU(b, e, 1);

15 }

// Wyznaczenie maksymalnego skojarzenia przy uzyciu metody wegierskiej, oraz
// wypisanie wyniku

16 VI res = g.HungarianGQ);

17 REP(x, SIZE(res)) if (res[x] > x)

18 cout << "Wierzcholek " << x << " skojarzono z " << res[x] << endl;
19 return O;
20 }

85




Cwiczenia

Proste

Srednie

Trudne

acm.uva.es - zadanie 259
acm.uva.es - zadanie 10080
acm.uva.es - zadanie 10349
acm.uva.es - zadanie 10888
spoj.sphere.pl - zadanie 286
spoj.sphere.pl - zadanie 373

acm.sgu.ru - zadanie 190

acm.uva.es - zadanie 10746
acm.uva.es - zadanie 10804
spoj.sphere.pl - zadanie 203
spoj.sphere.pl - zadanie 660
acm.sgu.ru - zadanie 210
acm.sgu.ru - zadanie 242

acm.uva.es - zadanie 10615

spoj.sphere.pl - zadanie 377

spoj.sphere.pl - zadanie 412
acm.sgu.ru - zadanie 218
acm.sgu.ru - zadanie 234
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Rozdziat 3

Geometria obliczeniowa na
plaszczyznie

W tym rozdziale przedstawione sa najczesciej wykorzystywane Il
w zadaniach algorytmy zwiazane z geometria obliczeniowa. Porus-
zone zostana miedzy innymi takie zagadnienia, jak wyznaczanie [WDA] - 35
punktéw przeciecia figur, liczenie powierzchni wielokata, wyznacza- [ASD] - 8

nie wypuktej otoczki, czy sortowanie katowe zbioru punktéw.

Podobnie jak w przypadku graféw, algorytmy geometryczne réwniez wykorzystuja wspolna
strukture do reprezentacji obiektéw geometrycznych — elementarna struktura jest oczywiscie
punkt. Wszystkie inne obiekty geometryczne sa reprezentowane przy jego uzyciu:

e odcinek — para punktéw stanowiacych odpowiednio poczatek i koniec odcinka,
e prosta — para réznych punktéw nalezacych do prostej,

e okrag i kolo — punkt stanowiacy srodek okregu/kola oraz liczba okreslajaca jego
promien,

e wielokat — wektor punktéow bedacych wierzchotkami wielokata w kolejnosci wystepowa-
nia na obwodzie.

Na wstepie musimy wprowadzi¢ pewna konwencje oznaczeniowa dla poszczegdlnych obiektow.
Punkty bedziemy oznaczaé wielkimi literami alfabetu angielskiego: A, B, .... Wspélrzedne
punktu beda przedstawiane w postaci (x,y), gdzie x jest odcieta, natomiast y — rzedna
punktu. Inne obiekty geometryczne oznaczaé¢ bedziemy matymi literami alfabetu — z kontek-
stu bedzie zawsze wynikato, o jakiego rodzaju obiekt chodzi. Definiujac odcinek wyznaczony
przez dwa punkty A i B bedziemy pisali A — B. Prosta przechodzaca przez dwa rézne punk-
ty A i B reprezentujemy jako A — B. Zaréwno w przypadku prostej, jak i odcinka istotna
jest kolejno$é¢ podawania punktow je wyznaczajacych. W wielu miejscach powstaje potrzeba
okredlania pozycji punktu wzgledem prostej — moze on leze¢ na prostej lub po jednej z jej
stron. Przez strone lewa bedziemy rozumieli te polplaszczyzne, ktora zawiera punkty lezace
po lewej stronie wektora A — B.

Wielokaty reprezentowane beda jako listy wierzchotkow podawanych w kolejnosci wys-
tepowania na obwodzie, natomiast okregi oraz kota — jako pary ($rodek, promien). Zada-
nia geometryczne, oprocz problemoéow algorytmicznych zwiazanych z ich rozwiazaniem, kryja
w sobie dodatkowa trudno$¢ — bledy zaokraglen. Chocby podczas wyznaczania punktéw
przeciecia dwoch prostych, nie jestedmy w stanie w ogdlnym przypadku podaé¢ doktadnych
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wspotrzednych wyznaczanego punktu przeciecia przy uzyciu reprezentacji liczb uzywanych
przez komputery. Podczas rozwiazywania zadan, kolejno pojawiajace sie btedy zaokraglen, w
przypadku Zle zaimplementowanego programu, moga kumulowaé sie i w konsekwencji silnie
zaburza¢ wynik.

W przypadku wielu konkursowych zadan, na szczescie istnieje mozliwos¢ takiego rozwiaza-
nia, ze wszystkie wykonywane obliczenia sg catkowitoliczbowe (jedna ze stosowanych metod
jest odpowiednie przeskalowywanie wspélrzednych). W zaleznoéci od rodzaju wykonywanych
obliczen, struktura punktu do reprezentacji swoich wspétrzednych powinna uzywac typu int
lub long long — w przypadku obliczen calkowitoliczbowych, lub float, double, a niekiedy
nawet (w zadaniach wymagajacych wysokiej dokladnosci) long double — przy obliczeniach
niecatkowitoliczbowych.

W oryginalnej biblioteczce algorytmicznej znajduja sic dwa typy — POINTT oraz POINTR,
ktore sa wykorzystywane odpowiednio do reprezentacji wspolrzednych punkéw oraz do prze-
chowywania wynikéw dzialania niektérych algorytméw (takich jak pole wielokata). W przy-
padku zadan, operujacych na zmiennych catkowitoliczbowych, definicje POINTT oraz POINTR
dobierane sa nastepujaco:

e typedef POINTT int;
e typedef POINTR LL;

w przypadku zadan wymagajacych obliczen niecatkowitoliczbowych, definicje te zostaja odpowied-
nio zmodyfikowane, przyktadowo moze to by¢:

e typedef POINTT float;
e typedef POINTR long double;

Ze wzgledu na edukacyjny ksztalt ksiazki, konwencja ta zostala zmieniona (co niestety wplyneto
negatywnie na dlugosé¢ implementacji algorytméw). Wprowadzone zostaly dwa niezalezne
typy — POINT oraz POINTD. Pierwszy z nich stuzy do reprezentowania punktéw o wspdlrzed-
nych catkowitoliczbowych, drugi natomiast — zmiennoprzecinkowych. Implementacja struk-
tury POINT przedstawiona jest na listingu 3.1, natomiast listing 3.2 prezentuje implementacje
struktury POINTD. Implementacja z listingu 3.2 wykorzystuje funkcje bool IsZero(double)
znajdujaca sie na listingu 3.4.

Listing 3.1: Implementacja struktury POINT

// Struktura reprezentujaca punkt o wspéirzednych catkowitoliczbowych
01 struct POINT {

02 int x, y;

// Konstruktor punktu pozwalajacy na skrécenie zapisu wielu funkcji
// wykorzystujacych punkty - w szczegdlnosci operacje wstawiania punktéw do
// struktur danych

03  POINT(int x = 0, inty = 0) : x(x), y(y) { }

// Operator sprawdzajacy, czy dwa punkty sag sobie réwne.

04  bool operator ==(POINT & a) {

05 return a.x == x && a.y == y;

06 }

07 };
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Listing 3.1: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// Operator uzywany przez przyktadowe programy do wypisywania struktury punktu
08 ostream & operator<< (ostream & a, POINT & p) {

09 a << "(" << px <<, << puy << MY,
10 return a;
11}

Listing 3.2: Implementacja struktury POINTD

// Struktura reprezentujaca punkt o wspéirzednych rzeczywistych

01 struct POINTD {

02 double x, y;

// Konstruktor punktu

03  POINTD(double wx = 0, double wy = 0) : x(wx), y(wy) { }

// Konstruktor POINTD z typu POINT - jest on potrzebny w celu wykonywania
// automatycznej konwersji miedzy POINT a POINTD.

04  POINTD(comst POINT & p) : x(p.x), y(p.y) { }

// Operator sprawdzajacy, czy dwa punkty sg sobie réwne. Ze wzgledu na

// reprezentowanie wspéirzednych punktéw przy uzyciu zmiennych double,

// operator poréwnuje wspdéirzedne punktéw z pewng tolerancja

05  bool operator ==(POINTD & a) {

06 return IsZero(a.x - x) && IsZero(a.y - y);

07}

08 };

// Operator uzywany przez przyktadowe programy do wypisywania struktury punktu
09 ostream & operator<< (ostream & a, POINTD & p) {

10 a << "(" << pax <<, << puy << M
11 return a;
12 }

W zadaniach geometrycznych czegsto pojawiaja sie problemy zwiazane z zaokraglaniem liczb.
W przypadku poréwnywania warto$ci dwoch liczb typu double, ktére teoretycznie powinny
by¢ sobie réwne, moze okazaé sie, ze ze wzgledu na powstate bledy zaokraglen komput-
er uznaje je za rézne. Tego typu problemy powoduja, ze podczas porownywania wartosci
liczb zmiennoprzecinkowych, nalezy dokonywaé tego z dodatkowa tolerancja. W tym celu
wprowadzone zostaly definicje stalej EPS oraz funkcji bool IsZero(double) — przedstaw-
ione na listingach 3.3 1 3.4.

Listing 3.3: Stata const double EPS

// Stata EPS jest uzywana w wielu algorytmach geometrycznych do poréwnywania
// wartosci bliskich zera
1 const double EPS = 10e-9;

Listing 3.4: Implementacja funkcji inline bool IsZero(double)

// Funkcja sprawdza, czy podana liczba jest dostatecznie bliska 0
1 inline bool IsZero(double x) {
2 return x >= -EPS && x <= EPS;
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Listing 3.4: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

(33

Algorytmy geometryczne operujace na zbiorach punktéw, bardzo czesto musza sprawdzaé
potozenie poszczegdlnych punktéow wzgledem siebie. Ogoélne pytanie, przy uzyciu ktérego
mozna odpowiedzie¢ na wiele innych, brzmi: po ktorej stronie prostej B — C lezy punkt A?
Potrafiac odpowiadaé¢ na to pytanie, mozemy réwniez odpowiedzie¢ na pytanie typu: ,czy
dwa odcinki A — B i C — D przecinaja sie”. Aby to stwierdzi¢, wystarczy sprawdzié, czy
punkty A i B leza po przeciwnych stronach prostej C' — D, oraz czy punkty C' i D leza po
przeciwnych stronach prostej A — B. W celu udzielenia odpowiedzi na pierwotne pytanie
— po ktorej stronie prostej B — C lezy punkt A — mozna skorzystaé¢ z wlasnosci iloczynu
wektorowego. Jak wiadomo, iloczyn wektorowy A x B ma wartos¢ 0, jedli wektory A i B sa
do siebie rownolegte, jego wartosé jest wicksza od 0, jesli kat skierowany a miedzy wektorami
A i B ma miare w przedziale (0,180) stopni, a mniejszy od zera, jesli « jest wigkszy od
180 stopni. Makro Det przedstawione na listingu 3.5 stuzy¢ bedzie do wyznaczania wartosci
iloczynu wektorowego A — B i A — C. Wspblrzedne punktéw wyznaczajacych wektory
A— BiAw— C musza by¢ catkowitoliczbowe.

Listing 3.5: Implementacja makra Det

// Makro wyznacza wartos$¢ iloczynu wektorowego (a -> b)x(a -> c)
1 #define Det(a,b,c) (LL(b.x-a.x)*LL(c.y-a.y)-LL(b.y-a.y)*(c.x-a.x))

Oprécz wyznaczania wartosci iloczynu wektorowego, czesta operacja podczas analizowania
zbioru punktéw jest ich sortowanie. Mozliwe sa rézne sposoby okreslania porzadku liniowego
na zbiorze punktéw — jednym z nich moze by¢ chocby omawiany w jednym z kolejnych po-
drozdziatéw porzadek katowy. NajczeSciej stosowanymi sa jednak porzadki ,po wspolrzed-
nych” — (z,y), w ktérym punkty sa sortowane w kolejnosci niemalejacych wspoélrzednych
x, a w przypadku takiej samej wspéirzednej x — w kolejnosci niemalejacych wspotrzednych
y oraz analogiczny porzadek (y,z). Operatorami wykorzystywanymi przez funkcje sort z
biblioteki STL do okreslenia tych dwéch porzadkéw sa bool 0rdXY(POINT*, POINT*) oraz
bool 0rdYX(POINT*, POINT*). Ich implementacja przedstawiona jest na listingach 3.6 i 3.7.

Listing 3.6: Implementacja operatora bool 0rdXY (POINT*, POINT*)

// Operator okreslajacy liniowy porzadek na zbiorze punktéw po wspéirzednych
// (%, y)

1 bool 0rdXY(POINT * a, POINT * b) {

2 return a->x == b->x ? a->y < b->y : a->x < b->x;

3}

Listing 3.7: Implementacja operatora bool 0rdYX (POINT*, POINTx*)

// Operator okreslajacy liniowy porzadek na zbiorze punktéw po wspéirzednych
// (y, %)

1 bool 0OrdYX(POINT * a, POINT * b) {

2  return a->y == b->y 7 a->x < b->x : a->y < b->y;

3}
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Rysunek 3.1: Zbiér siedmiu punktéw na plaszezyznie oraz prosta A — B o réwnaniu y = x — 1 wyznac-
zona przez punkty A = (=3, —4) i B = (7,6). Punkty (—3,4) oraz (-5, —1) leza po lewej
stronie prostej A — B, natomiast punkty (5, —2) oraz (—5,—8) — po prawej, a punkt
(3,2) na prostej

3.1. Odlegtosé punktu od prostej

Czesto wykonywana operacja w geometrii obliczeniowej, jest liczenie odlegtoéci punktu od
prostej. Rozpatrujac prosta a o rownaniu ax + by + ¢ = 0 oraz punkt £ o wspoéirzednych
(z0,v0), odleglto$¢ d punktu E od prostej a mozna wyznaczy¢ na podstawie dobrze znanego

wzoru:
_ azo + byo + ¢

Va? + b?
Stosujac ten wzoér, funkcja double PointLineDist (POINTD, POINTD, POINTD), ktorej im-

plementacja przedstawiona jest na listingu 3.8, wyznacza odleglo$é punktu okreslonego przez
trzeci parametr funkcji, od prostej wyznaczonej przez punkty podane jako dwa pierwsze

d

parametry.

Listing 3.8: Implementacja funkcji double PointLineDist (POINTD, POINTD, POINTD)

// Funkcja wyznacza odlegtos§¢ punktu p od prostej (pl -> p2)

1 double PointLineDist (POINTD pil, POINTD p2, POINTD p) {

2 double A = p2.y - pl.y, B = p2.x - pl.x;

3 return abs(A * (pl.x - p.x) + B * (p.y - pl.y)) / sqrt(A * A + B * B);

4}

Listing 3.9: Odlegtosci poszczegdlnych punktéw z rysunku 3.1 od prostej y = x — 1, wyznaczone
przy uzyciu funkcji double PointLineDist (POINTD, POINTD, POINTD)

Odleglosc punktu (-5, -8) od prostej ((-3, -4),(7, 6)) wynosi 1.41421
Odleglosc punktu (5, -2) od prostej ((-3, -4),(7, 6)) wynosi 4.24264
Odleglosc punktu (3, 2) od prostej ((-3, -4),(7, 6)) wynosi 0

Odleglosc punktu (-3, 4) od prostej ((-3, -4),(7, 6)) wynosi 5.65685
Odleglosc punktu (-5, -1) od prostej ((-3, -4),(7, 6)) wynosi 3.53553
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Listing 3.10: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 3.9. Pelny kod
zrodlowy programu znajduje si¢ w pliku pointdist. cpp

1 int main() {

2 POINT 11, 12, p;

// Wczytaj pozycje punktéw wyznaczajacych prosta

3 cin >> 11.x >> 1l1.y >> 12.x >> 12.y;

// Dla wszystkich punktéw wyznacz odlegtos$¢ od prostej
4  while(cin >> p.x >> p.y)

5 cout << "Odleglosc punktu " << p << " od prostej (" <<
6 11 << "," << 12 << ") wynosi " << PointLineDist (11, 12, p) << endl;
7 return 0;
8}
Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie Trudne H

acm.uva.es - zadanie 10263 | acm.uva.es - zadanie 10709 | acm.uva.es - zadanie 10762
acm.uva.es - zadanie 10310 | acm.uva.es - zadanie 10011

3.2. Pole wielokata

Wyznaczanie pola wielokatéw wypuktych w poréwnaniu z dowolnymi wielokatami wydaje
si¢ istotnie prostsze. Jak przedstawiono na rysunku 3.2.a, wielokat wypukly mozna podzieli¢
na tréjkaty, ktérych sumaryczne pole jest rowne polu calego wielokata. W celu wyznaczenia
pola tréjkata mozna skorzystac z iloczynu wektorowego — pole trojkata wyznaczonego przez
trzy punkty A, B i C jest réwne %\(A — B) x (A — C)|. Nie ograniczajac si¢ wylacznie do
wielokatéw wypuktych, okazuje sie, ze suma pol trojkatéw nie daje pola badanego wielokata,
zatem bezposrednia aplikacja przedstawionej metody jest niemozliwa.

Przygladajac sie rysunkowi 3.2.b widaé, ze obwdd niektérych trojkatéw jest zorientowany
zgodnie z ruchem wskazéwek zegara, natomiast innych — przeciwnie. Wyznaczajac pole
tréjkata przy uzyciu iloczynu wektorowego, ale pomijajac we wzorze modut (%(A — B) x
(A — ()), otrzymujemy oznaczone pole tréjkata, ktorego wartosé jest dodatnia badz ujemna
w zalezno$ci od orientacji obwodu tréjkata. Okazuje sie, ze suma oznaczonych pol wszystkich
trojkatow jest rowna oznaczonemu polu wielokata. Wtlasnosé ta wynika z faktu, iz kazdy
punkt nienalezacy do wnetrza wielokata, nalezy do takiej samej liczby tréjkatéw o obwodach
zorientowanych zgodnie z ruchem wskazéwek zegara, co i przeciwnie — dzieki temu, pola
wszystkich liczonych wielokrotnie obszaréw znosza sie.

Posta¢ wzoru na pole dowolnego wielokata wyznaczonego przez punkty (X1, Y1), (X2, Y2),
ooy (X, ) jest nastepujaca:

1
§|X1Y2 — X0V + XoYV3 - XaYo + ...+ X, 1Y, — XY, + X,V — X1Y,

Przedstawiona na listingu 3.11 funkcja double PolygonArea(vector<POINT>&) przyjmuje
jako parametr liste punktéw wyznaczajacych wielokat, a zwraca jego pole.
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Rysunek 3.2: (a) Wielokat wypukly wyznaczony przez zbiér pieciu punktéw. Przerywane odcinki
reprezentuja podzial tego wielokata na roztaczne tréjkaty. (b) Wielokat wyznaczony przez
siedem punktow.

Listing 3.11: Implementacja funkcji double PolygonArea (vector<POINT>&)

// Funkcja liczy pole wielokata, ktérego wierzcholki wyznaczone sa przez wektor
// p

1 double PolygonArea(vector<POINT> &p) {

2 double area = 0;

3 int s = SIZE(p);

4  REP(x, s) area += (p[x].x + p[(x + 1) % sl.x) * (plx]l.y - pl(x + 1) % sl.y);
5 return abs(area) / 2;

6}

Listing 3.12: Pole wielokata z rysunku 3.2.b wyznaczone przez funkcje double
PolygonArea(vector<POINT>&)

Pole wielokata: 94

Listing 3.13: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 3.12. Pelny kod
zrodlowy programu znajduje sie w pliku polygonarea.cpp

01 int main() {

02 int n;
03 vector<POINT> 1;
04  POINT p;

// Wczytaj liczbe wierzchotkéw wielokata

05 cin >> n;

// Dodaj wszsytkie wierzcholki wielokata do wektora punktéw
06  REP(x, n) {

07 cin >> p.x >> p.y;
08 1.PB(p);
09 }

// Wyznacz pole wielikata

10 cout << "Pole wielokata: " << PolygonArea(l) << endl;
11 return O;

12 }
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Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie Trudne H

acm.uva.es - zadanie 10088 | acm.uva.es - zadanie 10002 | acm.uva.es - zadanie 10456
spoj.sphere.pl - zadanie 55 | acm.sgu.ru - zadanie 209 | acm.uva.es - zadanie 10907

3.3. Przynaleznos$¢ punktu do figury

Rozwiazanie wielu zadan wymaga umiejetnosci sprawdzania, H Literatura H
czy pewne punkty naleza do réznych obiektow geometrycznych, ta-
kich jak odcinki, proste, wielokaty czy kota. W aktualnym rozdziale [WDAJ - 35.1
przedstawione zostana metody umoszliwiajace dokonywanie takich [ASD] - 8.2

testéw. Analize problemu rozpoczniemy od bardzo prostego przy-
padku sprawdzania przynaleznosci punktu do prostokata o bokach réwnoleglych do osi uktadu
wspotrzednych.

W celu sprawdzenia czy punkt A = (z,y) znajduje si¢ we wnetrzu prostokata wyznac-
zonego przez dwa jego przeciwlegle wierzchotki B = (z1,y;) oraz C = (x9,y2), wystarczy
sprawdzi¢, czy odcieta punktu lezy pomiedzy odcietymi wierzchotkéw prostokata oraz czy
podobna zalezno$é jest zachowana przez rzedne. Nieréwnosci, ktore musza zostaé¢ spetnione
sa nastepujace:

min(zy,z2) < x < max(xy,z2), min(y,y2) <y < max(yi,y2)

W przypadku sprawdzania, czy punkt nalezy do wnetrza prostokata lub lezy na jego obwodzie,
nalezy zamieni¢ ostre nieréwnosci z poprzednich warunkéw na nieostre:

min(zy,z2) < x < max(zy, z2), min(y,y2) < y < mazx(yi,y2)

Do weryfikowania tych dwéch rodzajow przynaleznosci dostepne sa makra PointInRect oraz
PointInsideRect. Oba makra przyjmuja jako parametry dwa punkty wyznaczajace pros-
tokat oraz punkt, dla ktérego badana jest przynalezno$é. W przypadku, gdy punkt nalezy do
prostokata, makra przyjmuja warto$¢ prawda. Makra te zostaly przedstawione na listingach
3.14 oraz 3.15.

Listing 3.14: Implementacja makra PointInsideRect

1 #define PointInsideRect(pl,p2,p3) (min(pl.x, p2.x) < p3.x && \
2min(pl.y, p2.y) < p3.y && max(pl.x, p2.x) > p3.x && max(pl.y, p2.y) > p3.y)

Listing 3.15: Implementacja makra PointInRect

1 #define PointInRect(p1,p2,p3) (min(pl.x, p2.x) <= p3.x && \
2min(pl.y, p2.y) <= p3.y && max(pl.x, p2.x) >= p3.x && max(pl.y, p2.y) >= p3.y)

Analogicznymi makrami sa PointInsideSegment oraz PointInSegment. Ich zadaniem jest
sprawdzanie, czy punkt podany jako trzeci parametr lezy wewnatrz badz na odcinku wyz-
naczonym przez punkty stanowiace pierwszy oraz drugi parametr.

Implementacja tych dwoéch makr wykorzystuje zaréwno poprzednie makra do sprawdza-
nia przynaleznosci punktu do prostokata, jak rowniez iloczyn wektorowy. Najpierw jest
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Rysunek 3.3: Przykladowy zbiér punktéw prezentujacy rézne przypadki przynaleznoéci punktéw do
obiektéw geometrycznych — odcinka, prostokata i kota

sprawdzane, czy testowany punkt lezy na prostej wyznaczonej przez odcinek. Jesli tak, to
musi on jeszcze naleze¢ do prostokata wyznaczonego przez konce odcinka. Implementacja

tych makr przedstawiona jest na listingach 3.16 i 3.17.

Listing 3.16: Implementacja makra PointInsideSegment

‘ 1 #define PointInsideSegment(p1,p2,l) (Det(pl,p2,l)==0 && PointInsideRect(pl,p2,l)) ‘

Listing 3.17: Implementacja makra PointInSegment

‘ 1 #define PointInSegment(pl,p2,l) (Det(pl,p2,1)==0 && PointInRect(pl,p2,l))

Ostatnimi z serii prostych i krétkich makr, sa PointInsideCircle oraz PointInCircle.
Stuza one odpowiednio do sprawdzania, czy punkt okredlony przez trzeci parametr makra
nalezy do wnetrza badz wnetrza lub obwodu kota o Srodku w punkcie okre$lonym przez pier-
wszy parametr makra oraz promieniu zdefiniowanym przez drugi parametr. Implementacje
tych makr zostaly umieszczone odpowiednio na listingach 3.18 i 3.19.

Listing 3.18: Implementacja makra PointInsideCircle

‘ 1 #define PointInsideCircle(c,r,p) (sqr(c.x-p.x)+sqr(c.y-p.y)+EPS < sqr(r))

Listing 3.19: Implementacja makra PointInCircle

‘ 1 #define PointInCircle(c,r,p) (sqr(c.x-p.x)+sqr(c.y-p.y)-EPS < sqr(r))

Listing 3.20: Wynik dzialania makr stuzacych do sprawdzania przynaleznosci punktéow do réznych
obiektéw geometrycznych na przykladzie odcinka o koficach w punktach (—2,—6) i (—8,6), okregu
o $rodku w punkcie (—3,2) i promieniu 5 oraz prostokata wyznaczonego przez punkty (—3,—8) i

(7,7) (patrz rysunek 3.3).

Rectangle Segment
Inside In Inside In
(-8, 2) 0 0 0 0
(-7, 4) 0 0 1 1

Circle
Inside
0
1

In
1
1
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Listing 3.20: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

(3, 6) 0 0 0 1 0
(-3, 0) 0 1 0 0 1 1
(3, -4) 1 1 0 0 0
(4, 8) 0 0 0 0 0 0

Listing 3.21: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 3.20. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku pointin_inside.cpp

01 int main() {

02 POINT r1,r2,c,sl1,s2,p;

03 int r;

// Wczytaj wspétrzedne wierzchotkéw wyznaczajacych prostokat

04 cin >> rl.x >> rl.y >> r2.x >> r2.y;

// Wczytaj wspétrzedne punktéw wyznaczajacych odcinek

05 cin >> sl.x >> sl.y >> s82.x >> s2.y;

// Wczytaj Srodek oraz promien okregu

06 cin >> c.x >> c.y >> r;

07  cout << " Rectangle Segment Circle" << endl;

08 cout << " Inside In Inside In Inside In" << endl;
// Dla wszystkich punktéw wyznacz wynik dziatania poszczegdlnych makr
09  while(cin >> p.x >> p.y) {

10 cout << p << " " << PointInsideRect(rl, r2, p) << " <<
11 PointInRect(rl, r2, p) << " "<

12 PointInsideSegment(sl, s2, p) << " "<

13 PointInSegment (s1, s2, p) << " " o<

14 PointInsideCircle(c, r, p) << " "<

15 PointInCircle(c, r, p) << endl;

16 }

17 return 0;

18 }

Bardziej interesujacym zagadnieniem jest sprawdzanie przynaleznosci punktu do wielokata.
Zajmiemy si¢ tym problemem przy zalozeniu, ze wszystkie punkty stanowiace wierzchot-
ki wielokata maja catkowitoliczbowe wspélrzedne. W celu rozwiazania tego problemu, is-
totna obserwacja jest to, ze dowolna pélprosta o poczatku w punkcie nalezacym do wnetrza
wielokata przecina jego obwdd nieparzysta liczbe razy. Sytuacja odwrotna wystepuje w przy-
padku punktéw nienalezacych do wielokata — wtedy liczba przecie¢ jest parzysta. Zatem
w celu sprawdzenia przynaleznoéci punktu do wielokata mozna sprawdzi¢, z iloma boka-
mi wielokata przecina sie dowolna pélprosta o poczatku w tym punkcie. Wybér jakiejkol-
wiek polprostej niesie ze soba jednak wiele probleméw. Jak przedstawiono na rysunku 3.4,
prosta taka moze przecina¢ obwdd wielokata na rézne sposoby, co wiaze sie z dodatkowymi
przypadkami do rozpatrzenia, znacznie komplikujacymi implementacje. W przypadku przed-
stawionym na rysunku 3.4.a, punkt przeciecia potprostej z obwodem wielokata powinien by¢
liczony podwdjnie, podczas gdy sytuacja z rysunku 3.4.b — pojedynczo.

Widaé, ze odpowiedni wybér potprostej jest bardzo wazny — najlepiej bytoby wybraé
ja w ten sposéb, aby nie przechodzila przez zaden wierzchotek wielokata. Okazuje sie, ze
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Rysunek 3.4: Rézne przypadki przecinania obwodu wielokata przez péiprosta.

wyboru takiego mozna dokonaé¢ w bardzo prosty sposéb — dla testowanego punktu (x,y),
pélprosta przechodzaca przez punkt (IN F, y+1), nie przecina zadnego wierzchotka wielokata,
co wynika bezposrednio z faktu, iz wszystkie punkty maja catkowitoliczbowe wspodlrzedne.

Implementacja algorytmu wykorzystujacego ten fakt zostata zrealizowana w funkcjach
bool PointInsidePol (vector<POINT>& , POINT) oraz bool PointInPol (vector<POINT>{,
POINT) przedstawionych na listingach 3.23 i 3.24 — przyjmuja one jako parametry odpowied-
nio wektor wierzchotkow wielokata oraz punkt, dla ktérego przeprowadzany jest test. Pier-
wsza z tych funkcji zwraca prawde, jesli punkt nalezy do wnetrza wielokata, natomiast druga
zwraca prawde, jesli punkt nalezy do wnetrza lub obwodu wielokata. Czas ich dzialania
jest liniowy — dla kazdego boku wielokata funkcje sprawdzaja, czy przecina on polprosta o
poczatku w testowanym punkcie. Obie przedstawione ponizej funkcje wykorzystuja funkcje
bool SegmentCross(POINT&, POINT&, POINT&, POINT&), ktora przyjmuje jako parame-
try dwa odcinki reprezentowane przez pary wierzchotkow oraz zwara prawde, jesli odcinki te
przecinaja sie. Jej implementacja zostala przedstawiona na listingu 3.22.

Listing 3.22: Implementacja funkcji bool SegmentCross (POINT&, POINT&, POINT&, POINT&)

1 inline bool SegmentCross(POINT & pl1, POINT & p2, POINT & 11, POINT & 12) {
2 return sgn(Det(pl, p2, 11)) * sgn(Det(pl, p2, 12)) == -1

3 && sgn(Det (11, 12, pl)) * sgn(Det(ll, 12, p2)) == -1;

4}

Listing 3.23: Implementacja funkcji bool PointInsidePol (vector<POINT>&, POINT)
1 bool PointInsidePol(vector<POINT> &1, POINT p) {
2 int v=0, s=SIZE(1);
3 POINT d(INF, p.y + 1);
// Jesli punkt lezy na jednym z bokéw wielokata, to nie nalezy do wnetrza
// wielokata
4 REP(x, s) if (PointInSegment(1[x], 1[(x + 1) % s], p)) return false;
// Wyznacz liczbe przecigé obwodu wielokata z péiprostag (p -> d)
5 REP(x, s) v += SegmentCross(p, d, 1[x], 1[(x + 1) % sl);
// Jesli péiprosta przecina obwéd nieparzysta liczbe razy, to punkt nalezy do
// wielokata
6 return v & 1;

[
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Listing 3.24: Implementacja funkcji bool PointInPol (vector<POINT>& , POINT)

1 bool PointInPol(vector<POINT> &1, POINT p) {

2 int v =0, s=SIZE(l);

3 POINT d(INF, p.y + 1);

// Jesli punkt lezy na jednym z bokéw wielokata, to zwroé prawde

4 REP(x, s) if (PointInSegment(1[x], 1[(x + 1) % s], p)) return true;

// Wyznacz liczbe przecieé obwodu wielokata z péiprostag (p -> d)

b) REP(x, s) v += SegmentCross(p, d, 1[x], 1[(x + 1) % sl);

// Jesli péiprosta przecina obwéd nieparzysta liczbe razy, to punkt nalezy do
// wielokata

6 return v & 1;

[

W przypadku rozpatrywania przynaleznosci punktu do wielokata wypuklego, wezesniej omow-
ione funkcje jak najbardziej dzialaja poprawnie, jednak nie sa optymalne. W takim przy-
padku, istnieje mozliwo$¢ sprawdzenia przynaleznosci punktu w czasie logarytmicznym ze
wzgledu na liczbe wierzchotkéw wielokata.

Zasada dzialania takiego algorytmu opiera si¢ na metodzie wyszukiwania binarnego —
na poczatku algorytm wybiera sobie punkt nalezacy do wielokata wypuklego (moze to byé
przykladowo jego wierzcholek). Nastepnie wnetrze wielokata dzielone jest na tréjkaty (tak
jak przedstawiono to na rysunku 3.2.a) przy uzyciu rodziny péiprostych Py, Py, ... Jesli punkt
nalezy do wielokata, to musi znajdowac sie w jednym z powstalych tréjkatéw. Przy uzyciu
iloczynu wektorowego, za pomoca ktérego sprawdzane jest potozenie punktu wzgledem kole-
jno wybieranych prostych, przeprowadzane jest wyszukiwanie binarne, w celu wyznaczenia
pary sasiednich polprostych Py i Pyy1, pomiedzy ktérymi lezy testowany punkt. Wowczas
jesli znajduje sie on w trojkacie wyznaczonym przez poélproste Py, P41 oraz odpowiedni
bok wielokata, to nalezy on réwniez do wielokata. Realizacja tej metody jest przedstaw-
iona na listingach 3.25 oraz 3.26 w postaci funkcji bool PointInsideConvexPol (vector
<POINT>&, POINT) oraz bool PointInConvexPol(vector <POINT>&, POINT).Przyjmu-
ja one jako parametry liste wierzchotkéw wielokata wypuklego oraz punkt, dla ktorego prze-
prowadzany jest test.

Listing 3.25: Implementacja funkcji bool PointInsideConvexPol (vector<POINT>&, POINT)

01 bool PointInsideConvexPol (vector<POINT> &1, POINT p) {

02 inta =1, b = SIZE(1) - 1, c;

// Jesli odcinek (1[0] -> 1[a]) lezy na prawo od odcinka (1[0] -> 1[b]) to
// nastepuje zamiana

03  if (Det(1[0], 1[al, 1[bl) > 0) swap(a, b);

// Je§li punkt p nie lezy po prawej stronie prostej (1[0] -> 1[al]) 1lub po
// lewej stronie (1[0] -> 1[b]) to nie nalezy do wielokata

04 if (Det(1[0], 1[al, p) >= 0 || Det(1[0], 1[b], p) <= 0) return false;
// Wyszukiwanie binarne wycinka ptaszczyzny zawierajacego punkt p

05  while (abs(a - b) > 1) {

06 c=(a+b) /2

07 if (Det(1[0], 1[c], p) > 0) b = c;
08 else a = c;

09 }

// Jesli punkt p lezy w tréjkacie (1[0],1[al,1l[b]l), to nalezy do wielokata

98



Ly @(1,8)

7.5 _ — N
¢ b
() 07,4
\ (3.4 /
(6,1)
\ ® 4
\ X
\ _ — ‘(51 _2)
.’ -—
(-3, -4) oG, -4)

Rysunek 3.5: Przyktadowy wielokat wypukly oraz zbidér trzech punktéw (3, —4), (6,1) i (—3,4), przed-
stawiajacych rézne przypadki przynaleznosci punktu do wielokata.

Listing 3.25: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

10 return Det(1[a], 1[b], p) < O;
11}

Listing 3.26: Implementacja funkcji bool PointInConvexPol (vector<POINT>&, POINT)

01 bool PointInConvexPol (vector<POINT> &1, POINT p) {

02 inta =1, b = SIZE(1) - 1, c;

// Jesli odcinek (1[0] -> 1[a]) lezy na prawo od odcinka (1[0] -> 1[b]) to
// nastepuje zamiana

03  if (Det(1[0], 1[al, 1[b]l) > 0) swap(a, b);

// Jesli punkt p lezy po lewej stronie prostej (1[0] -> 1[a]l) lub po

// prawej stronie (1[0] -> 1[b]) to nie nalezy do wielokata

04 if (Det(1[0], 1[al, p) > O || Det(1[0], 1[b]l, p) < 0) return false;

// Wyszukiwanie binarne wycinka ptaszczyzny zawierajgcego punkt p

05  while (abs(a - b) > 1) {

06 c=(a+b) /2

07 if (Det(1[0], 1[cl, p) > 0) b = c;
08 else a = c;

09 }

// Jesli punkt p lezy w tréjkacie (1[0],1[al,1[b]l), to nalezy do wielokata
10 return Det(1[al, 1[b], p) <= 0;
11}

Listing 3.27: Przyklad wykorzystania funkcji sprawdzajacych przynaleznosci punktow do
wielokata na podstawie zbioru punktéw z rysunku 3.5

Polygon Convex Polygon

Inside In Inside In

(-3, 4) 1 1 1 1

(1, 8) 0 1 0 1
(6, 1) 0 1 0

(3, -4) 0 0 0 0
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Listing 3.28: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 3.27. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku pointincpol.cpp

01 int main() {

02 vector<POINT> pol;

03  POINT p;

04 int n;

// Wczytaj liczbe wierzchotkéw wielokata

05 cin >> n;

// Wczytaj kolejne wierzchotki wielokata oraz dodaj je do wektora

06  REP(x, n) {

07 cin >> p.x >> p.y;

08 pol.PB(p);

09 }

10 cout << " Polygon Convex Polygon" << endl;
11 cout << " Inside In Inside In" << endl;

// Dla kolejnych punktéw wyznacz ich przynaleznosé¢ do wielokata przy uzyciu
// poszczegélnych funkcji

12 while(cin >> p.x >> p.y) cout << p << " <<
13 PointInsidePol(pol, p) << " <<

14 PointInPol(pol, p) << " <<

15 PointInsideConvexPol(pol, p) << " <<

16 PointInConvexPol(pol, p) << endl;

17 return 0;

18 }

3.4. Punkty przeciecia

W niektorych sytuacjach stwierdzenie samego faktu przecina- H
nia sie obiektéw geometrycznych jest niewystarczajace — potrzeb-
ne okazuje si¢ rowniez wyliczenie wspoélrzednych punktéw przecie-
cia. W niniejszym rozdziale zajmiemy si¢ tego typu problemami.
Przedstawimy sposéb wyznaczania punktow przeciecia prostych, odcinkéw, prostej z okregiem
oraz dwéch okregéw. Rozpoczniemy od przedstawienia problemu wyznaczania punktu prze-
ciecia dwoch prostych.

Literatura H
| [WDAJ - 35.1 |

Jezeli przeanalizujemy zbiér punktéw przeciecia prostych Py — Py oraz Ly — Ls to za-
uwazymy, ze moze zachodzi¢ jeden z trzech przypadkdéw: proste moga byé do siebie réwnolegle
i sie w ogdle nie przecina¢, moga sie pokrywac czyli mieé¢ nieskonczenie wiele punktow prze-
ciecia, albo mie¢ tylko jeden punkt wspolny. Pierwsze dwa przypadki w prosty sposéb mozna
zbadaé, sprawdzajac warto$¢ iloczynu wektorowego (Py +— P2) x (L1 +— Lg) — jesli jest on
rowny 0, to znaczy, ze proste sa réwnoleglte. W takim przypadku trzeba jeszcze sprawdzié,
czy sie pokrywaja, co mozna w tatwy sposob zweryfikowaé¢ choéby poprzez zbadanie przy-
naleznosci punktu L; do prostej P — Ps.

Jedli proste nie sa réwnolegtle, to istnieje dokladnie jeden punkt przeciecia, ktéry moz-
na wyznaczy¢, rozwigzujac odpowiedni uktad réwnan. Zauwazmy, ze dowolny punkt (z,y)
nalezacy do prostej P, — P, mozna wyrazi¢ w postaci (b Pi.x + (1 —b) x Py.x,bx Py +
(1 —b) x Py.y) dla pewnej rzeczywistej liczby b. Poniewaz poszukiwany punkt nalezy do obu
prostych P, — P, oraz L1 — Lo, to uzyskujemy w ten sposéb uktad réwnan z czterema
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niewiadomymi z, y, b i ¢

x=bxxy+ (1 —0)*xo
y=bxy+(1-0)xy2
x=cxkxxg+ (1 —c)xxy
y=cxys+ (1 —c)*ys

Wyznaczajac z niego niewiadome x oraz y, otrzymujemy:

_ o ¥ (X3 *ys — g xy3 + (x4 —x3) * Y1) + 21 % (T4 x y3 — T3 % Ya + (23 — x4) * Y2)
(v1 — 22) * (Y3 — ya) — (3 — 24) * (y1 — ¥2)

Yo ¥ (w3 x Y4 — g xy3) + Y1 * (T4 * Y3 — T3 % yYa) + T2 ¥ y1 * (Y4 — y3) + 21 * Y2 * (Y3 — Ya)
(x1 —x2) * (y3 —ya) — (3 — x4) * (Y1 — y2)

y:

Funkcja realizujaca powyzsza metode jest int LineCrossPoint (POINTD, POINTD, POINTD,
POINTD, POINTD&), ktora jako parametry przyjmuje dwie proste wyznaczone przez pary
punktow oraz dodatkowy punkt przekazywany przez referencje. Zwracana przez funkcje wartosé
moze by¢ nastepujaca:

e () — proste nie przecinaja sie
e 1 — proste przecinaja sic w jednym punkcie
e 2 — proste pokrywaja sie (istnieje nieskonczenie wiele punktéw przeciecia)

W przypadku, gdy funkcja zwraca wartos¢ 1, przekazany przez referencje punkt jest ustawiany
na punkt przeciecia prostych. Implementacja tej funkcji przedstawiona jest na listingu 3.29.

Listing 3.29: Implementacja funkcji int LineCrossPoint (POINTD, POINTD, POINTD, POINTD,
POINTD&)

1 int LineCrossPoint (POINTD pl, POINTD p2, POINTD 11, POINTD 12, POINTD & prz) {
// Iloczyn wektorowy (pl -> p2) i (11 -> 12)

2 doubles, t = (pl.x - p2.x) * (11.y - 12.y) - (pl.y - p2.y) * (11.x - 12.x);
// Iloczyn wektorowy (12 -> p2) i (11 -> 12)

3 s=(12.x - p2.x) * (11.y - 12.y) - (12.y - p2.y) * (11.x - 12.x);

// Jesli proste sa réwnolegte (t == 0), to istnieje nieskoiiczenie wiele

// punktéw wspélnych wtw gdy proste sie pokrywajg (iloczyn wektorowy s == 0)

4 if (IsZero(t)) return IsZero(s) 7 2 : 0;

5 s=s8/t;

// Istnieje jeden punkt wspélny - wyznacz jego wspéirzedne

6 prz.x = s * pl.x + (1 - 8) * p2.x;

7 prz.y =s x pl.y + (1 - 8) * p2.y;

8 return 1;

9}

Problem wyznaczania punktéw przeciecia dwéoch odcinkéw z teoretycznego punktu widzenia
jest stosunkowo podobny, jednak istnieja tu pewne réznice zwiazane ze sposobem reprezen-
tacji wspélnego obszaru. Gdy odcinki czeSciowo sie pokrywaja, ich cze$é¢ wspdlna nie jest
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cala prosta je zawierajaca. W takim przypadku, obszar stanowiacy ich przecigcie mozna
reprezentowaé¢ rowniez przy uzyciu odcinka. Jesli odcinki sie¢ przecinaja i nie sa réwnolegle,
to sposéb wyznaczania punktu przeciecia jest podobny do tego, wykorzystanego w przy-
padku dwdéch prostych. Funkcja bool SegmentCrossPoint (POINT, POINT, POINT, POINT,
vector<POINTD>&) przyjmuje jako parametry dwa odcinki reprezentowane przez pary punk-
tow oraz referencje na wektor punktéw v. Zwracanym wynikiem jest falsz, jezeli odcinki sig¢
nie przecinaja, a prawda wpp. Jesli czes¢ wspolna odcinkéw sktada sie tylko z jednego punk-
tu, to jest on umieszczany w wektorze v. W przypadku, gdy odcinki pokrywaja sie, wektor
v wypelniany jest dwoma punktami — koficami odcinka reprezentujacego wspdélny obszar.
Implementacja omawianej funkcji znajduje sie na listingu 3.30.

Listing 3.30: Implementacja funkcji bool SegmentCrossPoint (POINT, POINT, POINT, POINT,
vector<POINTD>&)

01 inline bool SegmentCrossPoint (POINT pl, POINT p2, POINT 11, POINT 12,
02  vector<POINTD> &r) {

03 r.clear();

04 int w1 = sgn(Det(pl, p2, 11)), w2 = sgn(Det(pl, p2, 12)),

05 vl = sgn(Det(11, 12, pl)), v2 = sgn(Det (11, 12, p2));

// Jesli punkty 11 i 12 znajdujag sie po tej samej stronie prostej pl -> p2
// lub pl i p2 znajdujg sie po tej samej stronie prostej 11 -> 12,

// to odcinki nie przecinaja sie

06 if (wixw2 > 0 || vi*v2 > 0) return false;

// Jesli punkty 11 i 12 leza na prostej pl -> p2, to odcinki

// 11 -> 12 i pl -> p2 sg wspétliniowe

07 if (twl && 'w2) {

// Zamiana par punktéw reprezentujgcych odcinki, tak aby pierwsze punkty

// w parach byty mniejsze w porzadku po wspéirzednych (x,y)

08 if (0rdXY(&p2, &pl)) swap(pl, p2);

09 if (OrdXY(&12, &11)) swap(li, 12);

// Je§li odcinki sg roztgczne, to nie ma punktéw przeciecia
10 if (0rdXY(&p2, &11) || 0rdXY(&12,&p1)) return false;
// Wyznacz kraricowe punkty wspélne

11 if (p2 == 11) r.PB(POINTD(p2.x, p2.y));

12 else if (p1 == 12) r.PB(POINTD(12.x, 12.y));

13 else {

14 r.PB(OrdXY(&pl, &11) 7 11 : pl);

15 r.PB(0rdXY(&p2, &12) 7 p2 : 12);

16 }

17}

// Jesli jeden z odcinkéw jest zdegenerowany, to jest on punktem przeciecia
18 else if (11 == 12) r.PB(11);
19  else if (p1 == p2) r.PB(p2);

20 else {

// Wyznacz punkt przeciecia

21 double t = double(LL(12.x - p2.x) * LL(11.y - 12.y) - LL(12.y - p2.y) *
22 LL(11.x - 12.x%)) / double(LL(pl.x - p2.x) * LL(11l.y - 12.y) -

23 LL(pl.y - p2.y) * LL(11.x - 12.x));

24 r.PB(POINTD(t * pl.x + (1.0 - t) * p2.x, t * pl.y + (1.0 - t) * p2.y));
25}

102



(-5, 4) (3.4
L@
(6,1) ./_ /5' K

(-6,-3)

Rysunek 3.6: Mozliwe przypadki przecinania si¢ zbioru odcinkéw oraz prostych je zawierajacych

Listing 3.30: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

26 return true;
27 }

Listing 3.31: Wynik dziatania funkcji bool SegmentCrossPoint (POINT, POINT, POINT, POINT,
vector<POINTD>& ) oraz int LineCrossPoint (POINTD, POINTD, POINTD, POINTD, POINTD&)
dla zbioru odcinkéw i prostych z rysunku 3.6

(4, 8) - (-6, 1) oraz (-5, 4) - (3, 4)

Punkt przeciecia prostych: 1 (-1.71429, 4)
Punkt przeciecia odcinkow: 1 (-1.71429, 4)
(-6, -3) - (5, 4) oraz (-5, 4) - (3, 4)
Punkt przeciecia prostych: 1 (5, 4)

Punkt przeciecia odcinkow: 0

(-6, -3) - (5, 4) oraz (4, 8) - (-6, 1)
Punkt przeciecia prostych: 1 (-68.8571, -43)
Punkt przeciecia odcinkow: 0

Listing 3.32: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 3.31. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie w pliku linesegcross.cpp

01 int main() {

02 vector<POINT> b, e;

03 vector<POINTD> 1;

04 int res;

05 POINT pil, p2;

06  POINTD p;

// Wczytaj wszystkie pary punktéw wyznaczajace proste i odcinki
07  while(cin >> pl.x >> pl.y >> p2.x >> p2.y) {

08 b.PB(pl); e.PB(p2);

09 }

// Dla kazdej pary punktéw wykonaj funkcje LineCrossPoint oraz SegmentCrossPoint
10  REP(x, SIZE(b)) REP(y, x) {

11
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Listing 3.32: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

12 cout << blx] << " - " << e[x] <<

13 " oraz " << bly] << " - " << ely] << endl;
14 cout << "Punkt przeciecia prostych: " <<

15 (res = LineCrossPoint(b[x], el[x], blyl, elyl, p));
16 if (res == 1) cout << " " << p;

17 cout << endl;

18 cout << "Punkt przeciecia odcinkow: " <<

19 SegmentCrossPoint (b[x], elx], blyl, elyl, 1);
20 FOREACH(it, 1) cout << " " << (*it);

21 cout << endl;

22 }

23 return 0;

24 }

Kolejna funkcja, stuzaca do wyznaczania punktéw przeciecia obiektéw geometrycznych, jest
vector<POINTD> LineCircleCross (POINTD, double, POINTD, POINTD). Wyznacza ona
punkty przeciecia prostej z okregiem. Przyjmowane przez te funkcje parametry, to odpowied-
nio punkt stanowiacy srodek okregu, jego promien oraz dwa punkty wyznaczajace prosta.
Wynikiem dziatania funkcji jest wektor punktéw przecigcia. W zaleznosci od wzajemnego
polozenia okregu i prostej, wektor ten zawiera zero, jeden lub dwa elementy. W celu wyz-
naczenia poszukiwanych punktéw przeciecia miedzy okregiem o srodku w punkcie P i promie-
niu r oraz prostej wyznaczonej przez dwa punkty Lj oraz Lo, nalezy rozwiazaé nastepujacy
uktad réwnan:

=bxLi.x+ (1 —0)* Lo.x

T
y=bxLi.y+ (1 —0)x Loy
(x — Px)? + (y — Py)? =12

Dzialanie omawianej funkcji sprowadza sie w zasadzie do wyznaczenia rozwiazan tego
uktadu réwnan.

Listing 3.33: Implementacja funkcji vector<POINTD> LineCircleCross(POINTD, double,
POINTD, POINTD)

// Funkcja wyznacza punkty przeciecia okregu i prostej
01 vector<POINTD> LineCircleCross(POINTD p, double cr, POINTD pl, POINTD p2){
02 double a = sqr(pl.x) + sqr(pl.y) + sqr(p2.x) + sqr(p2.y) -

03 2.0 * (pl.x * p2.x + pl.y * p2.y);
04 doubleb = 2.0 * (p.x * (p2.x - pl.x) + p.y * (p2.y - pl.y) +
05 pl.x * p2.x + pl.y * p2.y - sqr(p2.x)-sqr(p2.y));

06  double ¢ = -sqr(cr) + sqr(p2.x) + sqr(p2.y) + sqr(p.x) +
07 sqr(p.y) - 2.0 * (p.x * p2.x + p.y * p2.y);

08 doubled = b * b - 4.0 * a * c;

09 vector<POINTD> r;

// Jesli nie istnieje rozwigzanie réwnania kwadratowego,

// to brak punktéw przeciecia

10 if (d < -EPS) return r;

11 double t = -b / (2.0 * a), e = sqrt(abs(d)) / (2.0 * a);
12 if (IsZero(d))
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Listing 3.33: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// Istnieje tylko jeden punkt przeciecia...

13 r.PB(POINTD(t * pl.x + (1.0 - t) * p2.x, t * pl.y + (1.0 - t) * p2.y));
14 else {

// Istnieja dwa punkty przeciecia

15 r.PB(POINTD((t + e) * pl.x + (1.0 - t - e) * p2.x,

16 (t +e) *pl.y + (1.0 -t - e) *x p2.y));

17 r.PB(POINTD((t - e) * pl.x + (1.0 - t + e) * p2.x,

18 (t —e) *pl.y + (1.0 -t + e) *x p2.y));

19 }

20 return r;

21}

Ostatnia prezentowana funkcja, stuzaca do wyznaczania punktéw przeciecia, bedzie vector
<POINTD> CirclesCross(POINTD, double, POINTD, double). Jako parametry funkcja ta
przyjmuje srodki oraz promienie dwoch okregéw (P, r1, Pa, r2), natomiast jako wynik zwraca
wektor punktéw przeciecia. Wyznaczenie punktéw przeciecia dwdch okregdéw sprowadza sie
jak i poprzednio do rozwiazania odpowiedniego uktadu réwnan.

(x — Pra)? + (y — PLy)? =r?
(2 — Pox)? + (y — Poy)? = 7“%

Listing 3.34: Implementacja funkcji vector<POINTD> CirclesCross(POINTD, double, POINTD,
double)

01 vector<POINTD> CirclesCross(POINTD c1, double cir, POINTD c2, double c2r) {
02 vector<POINTD> r;

03 c2.x -= cl.x;

04 c2.y -= cl.y;

// Jesli okregi sg wspéisrodkowe, to nie wyznaczamy punktéw przeciecia

05 if (IsZero(c2.x) && IsZero(c2.y)) return r;

06 double A = (-sqr(c2r) + sqr(clr) + sqr(c2.x) + sqr(c2.y)) / 2.0;

// Jesli Srodki okregéw maja ta samg wspbéirzedng y. ..

07  if (IsZero(c2.y)) {

08 double x = A / c2.x;

09 double y2 = sqr(clr) - sqr(x);

10 if (y2 < -EPS) return r;

// Jesli okregi sa styczne...

11 if (IsZero(y2)) r.PB(POINTD(cl.x + x, cl.y));
12 else {

// Okregi przecinaja sie

13 r.PB(POINTD(cl.x + x, cl.y + sqrt(y2)));
14 r.PB(POINTD(cl.x + x, cl.y - sqrt(y2)));
15 }

16 return r;

17}

18  double a = sqr(c2.x) + sqr(c2.y);

19 double b = -2.0 * A * c2.x;
20 double c = A * A - sqr(clr) * sqr(c2.y);
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Rysunek 3.7: Rézne mozliwosci przecinania sie okregéw oraz prostych

Listing 3.34: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

21 doubled = b * b - 4.0 *x a * c;

22 if (d < -EPS) return r;

23 double x = -b / (2.0 * a);

// Jesli okregi sa styczne...

24 if (IsZero(d)) r.PB(POINTD(cl.x + x, cl.y + (A - c2.x *x x) / c2.y));

25  else {

// Okregi przecinajg sie

26 double e = sqrt(d) / (2.0 * a);

27 r.PB(POINTD(cl.x + x + e, cl.y + (A - c2.x *x (x + e)) / c2.y));
28 r.PB(POINTD(cl.x + x — e, cl.y + (A - c2.x *x (x - e)) / c2.y));
29 }

30 return r;

31}

Listing 3.35: Wynik dzialania funkcji vector<POINTD> CirclesCross(POINTD, dou-
ble, POINTD, double) oraz vector<POINTD> LineCircleCross(POINTD, double, POINTD,
POINTD) na przykladzie rysunku 3.7

Przeciecie prostej (-8, -3) - (8, -3) i okregu:
('57 07 3) - ('57 '3)
(2, 0, 4) - (-0.645751, -3) (4.64575, -3)
(4, 5, 3) - brak punktow przeciecia
Przeciecie okregow:
(2, 0, 4) oraz (-5, 0, 3) - (-2, 0)
(4, 5, 3) oraz (-5, 0, 3) - brak punktow przeciecia
(4, 5, 3) oraz (2, 0, 4) - (5.28141, 2.28744) (1.20135, 3.91946)

Listing 3.36: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 3.35. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku linecirclecross.cpp

01 int main() {

02 vector<POINT> cCen;
03 VI cR;

04 vector<POINTD> res;
05 POINT 11, 12, p; int r;
06
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Listing 3.36: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// Wczytaj wspéirzedne punktéw wyznaczajacych prosta
07 cin >> 11.x >> 1ll.y >> 12.x >> 12.y;

// Wczytaj opisy kolejnych okregéw

08  while(cin >> p.x >> p.y >> 1) {

09 cR.PB(r); cCen.PB(p);

10 }

// Wyznacz punkty przeciecia prostej i okregu

11 cout << "Przeciecie prostej " << 11 << " - " << 12 <<
12 " i okregu:" << endl;

13 REP(x, SIZE(cCen)) {

14 res = LineCircleCross(cCen[x], cR[x], 11, 12);

15 cout << "\t(" << cCen[x].x << ", " << cCenl[x].y <<
16 ", " << cR[x] << ™M) -

17 if (!SIZE(res)) cout << "brak punktow przeciecia";

18 FOREACH(it, res) cout << " " << (*it);

19 cout << endl;

20 }

// Wyznacz punkty przecigcia dwéch okregdw

21 cout << "Przeciecie okregow:" << endl;

22 REP(x, SIZE(cCen)) REP(y, x) {

23 res = CirclesCross(cCen([x], cR[x], cCenlyl, cRlyl);

24 cout << "\t(" << cCen[x].x << ", " << cCen[x].y << ", " << cR[x] <<
25 ") oraz (" <<

26 cCenlyl.x << ", " << cCenlyl.y << ", " << cRlyl << ") - "
27 if (!SIZE(res)) cout << "brak punktow przeciecia";

28 FOREACH(it, res) cout << " " << *(it);

29 cout << endl;

30 }

31 return O;

32}

Zadanie: Akcja komandoséw
Pochodzenie: Rozwiazanie:
XII Olimpiada Informatyczna commando . cpp

Na Pustyni Bledowskiej odbywa si¢ w tym roku Bardzo Interesujaca i Widowiskowa Akcja
Komandoséw (BIWAK). Podstawowym elementem BIWAK-u ma by¢ neutralizacja bomby,
ktéra znajduje sie gdzies na pustyni, jednak nie wiadomo doktadnie gdzie.

Pierwsza czes¢ akcji to desant z powietrza. Z helikoptera krazacego nad pustynia, wyskakuja
pojedynczo, w ustalonej kolejnosci komandosi. Gdy ktérys z komandoséow wyladuje w jakims
miejscu, okopuje sie i juz sie nie rusza z miejsca. Dopiero potem moze wyskoczyé¢ kolejny
komandos.

Dla kazdego komandosa okreslona jest pewna odlegltos$¢ razenia. Jesli komandos przebywa
w tej odleglosci (lub mniejszej) od bomby, to w przypadku jej ewentualnej eksplozji zginie.
Dowddztwo chee zminimalizowaé liczbe komandoséw bioracych udzial w akcji, ale chce mieé
pewnosé, ze w przypadku wybuchu bomby, przynajmniej jeden z komandoséw przezyje.
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Na potrzeby zadania przyjmujemy, ze Pustynia Bledowska jest plaszczyzna, a koman-
dosow, ktérzy sie okopali utozsamiamy z punktami. Mamy dany ciag kolejno mogacych
wyskoczyé¢ komandoséw. Zaden z nich nie moze opusci¢ swojej kolejki, tzn. jedli i-ty ko-
mandos wyskakuje z samolotu, to wszyscy poprzedni wyskoczyli juz wezesniej. Dla kazdego
z komandoséw znamy jego odlegloéé¢ zagrozenia razenia oraz wspolrzedne punktu, w ktérym
wyladuje, o ile w ogdle wyskoczy.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejscia opisy komandoséw,

e wyznaczy minimalna liczbe komandoséw, ktoérzy musza wyskoczyé,

e wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie
W pierwszym wierszu standardowego wejscia zapisana jest jedna liczba catkowita n (2 <
n < 2000) — liczba komandoséw. W kolejnych n wierszach opisani sa komandosi — po

jednym w wierszu. Opis kazdego komandosa sktada sie z trzech liczb catkowitych: =, y i r
(=1000 < z,y < 1000,1 < r < 5000). Punkt (z,y) to miejsce, gdzie wyladuje komandos,
a r to jego odlegto$¢ ,razenia”. Jesli komandos znajdzie sie w odlegtodci r lub mniejszej od
bomby, to w przypadku jej wybuchu zginie.

Wyjscie

W pierwszym i jedynym wierszu standardowego wyjscia Twdj program powinien zapisac¢ jedna
liczbe catkowita - minimalna liczbe komandosow, ktérzy musza wyskoczy¢, aby zapewnié, ze
co najmniej jeden z nich przezyje, lub jedno stowo NIE jedli nie jest mozliwe, aby mieé
pewnosé, ze ktérys z komandoséw przezyje.

Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:

5
2 2 4 Poprawnym rozwiazaniem jest:
72 3
431 H :
571
8 71
Cwiczenia
H Proste Srednie Trudne H

acm.uva.es - zadanie 191

acm.sgu.ru - zadanie 124

acm.sgu.ru - zadanie 129
acm.uva.es - zadanie 10084

acm.sgu.ru - zadanie 253
spoj.sphere.pl - zadanie 102
acm.sgu.ru - zadanie 198
acm.sgu.ru - zadanie 267

spoj.sphere.pl - zadanie 182
spoj.sphere.pl - zadanie 332
spoj.sphere.pl - zadanie 272
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Rysunek 3.8: Rysunek prezentujacy okregi wyznaczone przez zbiér czterech punktéw. Sa tylko trzy, a
nie cztery okregi opisane na tych punktach, poniewaz punkty (2,—5), (2,0) oraz (2,5) sa
wspoéltliniowe i nie wyznaczaja okregu

3.5. Trzy punkty — okrag

W poprzednich rozdziatach przedstawiliSmy wiele réznych funkcji operujacych na okregach.
Przyjmowali$my wtedy, ze okrag reprezentowany jest w postaci pary (Srodek okregu, promien).
Nie jest to jednak jedyny sposéb — w wielu przypadkach okregi reprezentuje si¢ jako trzy
rozne punkty nalezace do ich obwodu. W sytuacjach, w ktorych konieczne jest korzystanie z
réznych reprezentacji okregu (co moze byé wymuszone formatem danych wej$ciowych w zada-
niu), pojawia si¢ potrzeba konwertowania jednej reprezentacji do innej. Konwersja reprezen-
tacji okregu ((C.z,C.y),r) uzywanej w funkcjach z tej ksiazki do reprezentacji wykorzys-
tujacej trzy punkty jest prosta. Jako reprezentantow okregu mozna uzy¢ przyktadowo nastepu-
jacy zbior punktéw: {(C.z,C.y+7),(C.x,Cy —7r),(C.x+1r Cy)}. Konwersja w druga strone
wydaje sie by¢ znacznie bardziej skomplikowana — nad nia wlasnie skupimy sie w aktualnym
rozdziale.

Zalbézmy zatem, ze mamy dane trzy punkty: P;, P oraz Ps, ktore nie leza na jednej proste;j.
W celu wyznaczenia $rodka oraz promienia okregu opisanego na tych trzech punktach, nalezy
rozwigzaé uklad réwnan z trzema niewiadomymi r, C.x oraz C.y postaci:

r2 = (Cox— P.x)*+ (C.y — Pr.y)?
r? = (Cx — Py.x)? + (Cy — Po.y)?
r2 = (C.ox — P3.2)* + (C.y — P3.y)?

Prezentowana na listingu 3.37 funkcja stuzaca do konwertowania reprezentacji okregu nie
implementuje rozwiazywania powyzszego ukladu réwnan wprost, lecz wykorzystuje przed-
stawiona wczesniej funkcje do wyznaczania punktu przeciecia dwoch prostych. Przyjmuje
ona jako parametry trzy punkty oraz referencje na punkt C' i zmienna r typu double. Jesli
na trzech okreslonych przez parametry punktach mozna opisaé¢ okrag, funkcja zwraca prawde,
punktowi C przypisywany jest srodek, a zmiennej r promien wyznaczonego okregu.

Listing 3.37: Implementacja funkcji bool ThreePointCircle(POINTD, POINTD, POINTD,
POINTD&, double&)

// Funkcja znajduje okrag wyznaczony przez trzy punkty lub zwraca fatsz,

// jesli taki okrag nie istnieje

01 bool ThreePointCircle (POINTD pl, POINTD p2, POINTD p3, POINTD &c, double &r){
// Wyznacz punkt przecigcia symetralnych tréjkata (pl, p2, p3)
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Listing 3.37: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

02  if (LineCrossPoint (POINTD((pl.x + p2.x) / 2.0, (pl.y + p2.y) / 2.0),

03 POINTD((pl.x + p2.x) / 2.0 + p2.y - pl.y, (pl.y + p2.y) / 2.0 + pl.x
04 - p2.x), POINTD((pl.x + p3.x) / 2.0, (pl.y + p3.y) / 2.0),

05 POINTD((pl.x + p3.x) / 2.0 + p3.y - pl.y,

06 (pl.y + p3.y) / 2.0 + pl.x - p3.x) ,c) !=1)

07 return false;

// Wylicz promien okregu o sSrodku w punkcie c

08 r = sqrt(sqr(pl.x - c.x) + sqr(pl.y - c.y));
09 return true;

10 }

Listing 3.38: Przyklad uzycia funkcji bool ThreePointCircle(POINTD, POINTD, POINTD,
POINTD&, double&) na przyktadzie zbioru punktéw przedstawionych na rysunku 3.8

Punkty: (-3, 0), (2, 0), (2, 5)

Srodek okregu = (-0.5, 2.5), promien = 3.53553
Punkty: (2, -5), (2, 0), (2, 5)

Punkty sa wspolliniowe

Punkty: (2, -5), (-3, 0), (2, 5)

Srodek okregu = (2, 0), promien = 5

Punkty: (2, -5), (-3, 0), (2, 0)

Srodek okregu = (-0.5, -2.5), promien = 3.53553

Listing 3.39: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 3.38. Pelny kod
zrodlowy programu znajduje sie w pliku threepointcircle.cpp

01 int main() {
02 vector<POINT> 1;

03 POINT p;
04  POINTD po;
05 double r;

06 bool res;

// Wczytaj liste punktoéw

07  while (cin >> p.x >> p.y) 1.PB(p);

// Dla kazdej tr6jki punktéw, wyznacz okrag na nich opisany
08  REP(x, SIZE(1)) REP(y, x) REP(z, y) {

09 cout << "Punkty: " << 1[x] << ", " << 1ly] << ", " << 1[z] << endl;
10 if (!ThreePointCircle(1[x], 1[y]l, 1[z], po, r))

11 cout << "Punkty sa wspolliniowe" << endl;

12 else cout << "Srodek okregu = " << po << ", promien = " << r << endl;
13 }

14 return O;

15 }
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3.6. Sortowanie katowe

Sortowanie katowe zbioru punktéow S dookota wektora C' +— D polega na takim uporzadkowa-
niu punktéw, ze dla dwéch dowolnych punktow P; oraz P, ze zbioru S, P; znajduje sie
przed punktem P, jesli katy skierowane /DC Py oraz /DC P, zachowuja wlasno$¢ /DC Py <
/DCPy. W przypadku, gdy /DCP; = / DC P, umawiamy sig, ze jako wczesniejszy wybierany
jest punkt znajdujacy sie blizej punktu C.

Sortowanie katowe mozna zrealizowaé¢ przy uzyciu funkcji sort pochodzacej z biblioteki
STL. Jedyne co trzeba zrobi¢, to dostarczy¢ operator, ktéry dla dwoch danych punktéw bedzie
w stanie stwierdzi¢, ktéry z nich jest mniejszy. Ze wzgledu jednak na koniecznosé rozpatrzenia
wielu przypadkéw, implementacja takiego operatora jest stosunkowo skomplikowana. Poza
tym, funkcja sort nie przekazuje zadnej informacji na temat wektora, wzgledem ktorego
wykonywane jest sortowanie i trzeba by bylo operatorowi poréwnujacemu punkty dostarczyé
informacje na temat tego wektora.

Prezentowana w tym rozdziale funkcja rowniez wykorzystuje funkcje sort, jednak wczesniej
dokonuje podzialu zbioru punktéw na dwie czeSci — punkty znajdujace sie po lewej stronie
prostej C' — D oraz reszte. Dzieki wprowadzeniu takiego podziatu, znika wiele przypadkow
skrajnych, ktére normalnie nalezaloby rozpatrzy¢, a w rezultacie implementacja operatora
wykorzystywanego przez funkcje sort jest prosta. Po posortowaniu obu zbioréw punktow
wystarczy je z powrotem scali¢. Ztozono$¢ czasowa sortowania, ze wzgledu na wykorzystanie
funkcji sort to O(nx*log(n)). Rysunek 3.9 prezentuje proces wyznaczania porzadku katowego
dla przyktadowego zbioru punktéw.

Prezentowana na listingu 3.40 funkcja vector<POINT*> AngleSort(vector<POINT>&
p, POINT s, POINT k) przyjmuje jako parametry liste punktéw do posortowania oraz dwa
punkty C'i D. Jako wynik dzialania zwracany jest wektor wskaznikéw na punkty w kolejnosci
zgodnej z porzadkiem katowym.

Listing 3.40: Implementacja funkcji vector<POINT#*> AngleSort(vector<POINT>&, POINT,
POINT)

// Wskaznik na punkt centralny (uzywane przez funkcje poréwnujaca)
01 POINT* RSK;

// Funkcja poréwnujgca punkty

02 bool Rcmp (POINT *a, POINT *b) {

03 LL w = Det((*RSK), (*a), (¥b));

04 if (w == 0) return abs(RSK->x - a->x) + abs(RSK->y - a->y) <

05 abs(RSK->x - b->x) + abs(RSK->y - b->y);
06 return w > 0;
07 }

// Funkcja sortuje po kacie odchylenia zbiér punktéw wzgledem punktu centralnego
// s zaczynajac od wektora s -> k

08 vector<POINT*> AngleSort(vector<POINT>& p, POINT s, POINT k) {

09 RSK = &s;

10 vector<POINT*> 1, r;

// Kazdy punkt, ktéry podlega sortowaniu, zostaje wstawiony do jednego

// z wektoréw 1 lub r, w zaleznosci od tego,

// czy znajduje sie po lewej czy po prawej stronie prostej s -> k

11  FOREACH(it, p) {

12 LL d = Det(s, k, (*it));
13 (d >0 |l (@==0 && (s.x == it->x 7 s.y < it->y : s.x < it->x)))
14 ? 1.PB(&*it) : r.PB(&*it);
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Rysunek 3.9: (a) Zbiér punktéw do posortowania katowego wzgledem wektora (0,0) — (1,3). (b)
Rozdzielenie zbioru punktéw na dwa podzbiory i posortowanie punktéw w ich obrebie.
(c) Scalenie obu zbioréw

Listing 3.40: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

15}

// Posortuj niezaleznie punkty w obu wyznaczonych wektorach
16 sort (ALL(1), Rcmp);

17 sort (ALL(r), Rcmp);

// Wstaw wszystkie punkty z wektora r na koniec wektora 1

18 FOREACH(it, r) 1.PB(*it);
19 return 1;
20 }

Listing 3.41: Przyklad dzialania funkcji vector<POINT*> AngleSort(vector<POINT>&,
POINT, POINT) dla przykladowego zbioru punktéw z rysunku 3.9

(2, 6) (-3, 4) (-7, 5) (-1, -1) (-6, -6) (4, 0) (7, 0) (8, 7)

Listing 3.42: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 3.41. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie w pliku anglesort.cpp

01 int main() {

02 POINT c, k;
03 int n;
// Wczytaj liczbe punktéw oraz wspdéirzedne wektora, wzgledem ktérego wykonywane

//
04
05
//
06
//

bedzie sortowanie
cin >> n >> c.x >> c.y >> k.x >> k.y;
vector<POINT> 1(n);
Weczytaj wszystkie punkty
REP(x, n) cin >> 1[x].x >> 1[x].y;
Posortuj punkty

07 vector<POINT *> res = AngleSort(l, c, k);
08 FOREACH(it, res) cout << " " << *(*it);
09 return 0;

10 }
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Zadanie: Otltarze
Pochodzenie: Rozwiazanie:
VI Olimpiada Informatyczna altar.cpp

Wedtug chinskich wierzen ludowych zte duchy moga poruszaé si¢ tylko po linii prostej. Ma
to istotne znaczenie przy budowie $wiatyn. Swiatynie sa budowane na planach prostokatéw o
bokach réwnoleglych do kierunkéw poéinoc-poludnie oraz wschéd-zachéd. Zadne dwa z tych
prostokatow nie maja punktéw wspolnych. Po érodku jednej z czterech Scian jest wejscie,
ktorego szerokosé¢ jest réwna polowie dlugosci tej Sciany. W centrum $wiatyni (na przecie-
ciu przekatnych prostokata) znajduje si¢ oltarz. Jesli znajdzie si¢ tam zty duch, Swiatynia
zostanie zhanbiona. Tak moze sie zdarzy¢, jesli istnieje polprosta (w plaszczyznie réwnolegle;
do powierzchni terenu), ktéra biegnie od oltarza w centrum $wiatyni przez otwor wejsciowy
az do nieskonczonosci, nie przecinajac i nie dotykajac po drodze zadnej Sciany, tej lub innej
Swiatyni.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wezyta opisy Swiatyn,

e sprawdzi, ktore Swiatynie moga zosta¢ zhanbione,

e wypisze ich numery na standardowe wyjscie

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia zapisana jest jedna liczba naturalna n, 1 < n < 1000, bedaca
liczba $wiatyn. W kazdym z kolejnych n wierszy znajduje si¢ opis jednej $wiatyni (w i-tym
z tych wierszy opis Swiatyni numer 7). Opis $wiatyni sklada sie z czterech nieujemnych liczb
catkowitych, nie wigkszych niz 8 000 oraz jednej litery E, W, S lub N. Pierwsze dwie liczby,
to wspdirzedne potnocno-zachodniego naroznika Swiatyni, a dwie nastepne, to wspélrzedne
przeciwleglego, potudniowo-wschodniego naroznika. Okreslajac wspélrzedne punktu poda-
jemy najpierw jego dlugosé geograficzna (ktéra rosnie z zachodu na wschéd), a nastepnie
— szerokos$é geograficzna, ktéra rodnie z potudnia na pdinoc. Piaty element opisu wskazuje
Sciang, na ktorej znajduje sie wejscie do $wiatyni (E — wschodnia, W — zachodnia, S —
poludniowa, N — pdlnocna). Kolejne elementy opisu $wiatyni sa pooddzielane pojedynczymi
odstepami.

Wyjscie
W kolejnych wierszach wyjscia, Twdj program powinien zapisa¢ w porzadku rosnacym nu-

mery Swiatyn, ktére moga zostaé¢ zhanbione przez ztego ducha, kazdy numer w osobnym
wierszu.
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Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:

6 Poprawnym rozwiazaniem jest:
174 1E 1
39 11 8 S 9
6 7 10 4 N 5
8 3 10 1 N 6
11 4 13 1 E
14 8 20 7 W
2
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Cwiczenia
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Rysunek 3.10: (a) Zbiér oémiu punktéw na plaszczyznie oraz najmniejsza wypukla otoczka dla tego
zbioru punkéw. (b) Dla kazdej pary punktéw oddalonych o d, z ktérych co najmniej
jeden nie lezy na wypuktej otoczce, istnieje para punktéw oddalona o I > d.

3.7. Wypukta otoczka

Dla danego zbioru punktéw S, wypukta otoczka jest to wielokat H Litoratura H
wypukty, ktory zawiera wszystkie punkty ze zbioru S. Najmniejsza
wypukta otoczka cechuje sie dodatkowo najmniejszym mozliwym [WDA] - 35.3
polem. Wazna wtlasnoscia najmniejszej wypuklej otoczki poma- [ASD] - 8.3
gajaca w jej wyznaczaniu jest to, ze kazdy jej wierzchotek to réwniez [RIT] - 4

punkt ze zbioru S (patrz rysunek 3.10.a)

Istnieje wiele algorytméw stuzacych do wyznaczania najmniejszej wypuktej otoczki. Jed-
nym z nich jest algorytm Grahama, ktory dla n-elementowego zbioru punktéow dziata w
czasie O(n * log(n)). Algorytm ten najpierw wyznacza punkt zbioru o najmniejszej odcietej
(wspélrzednej z), a nastepnie sortuje wszystkie inne w kolejnosci rosnacych katéw odchyle-
nia (patrz rysunek 3.11.a). Wszystkie punkty sa nastepnie przetwarzane w takiej kolejnosci
— dodaje sie je do konstruowanej wypuktej otoczki, usuwajac jednocze$nie punkty dodane
poprzednio, o ile kat utworzony pomiedzy trzema ostatnio dodanymi do otoczki punktami
wyznacza skret w prawo (rysunek 3.11.d). Proces konstrukeji wypuklej otoczki dla przyktad-
owego zbioru punktéw zostal przedstawiony na rysunku 3.11.

Przedstawiona na listingu 3.43 funkcja vector <POINT*> ConvexHull (vector<POINT>&)
przyjmuje jako parametr wektor punktow, a zwraca wektor wskaznikéw na punkty nalezace do
wypuklej otoczki. Wskazniki te sa uporzadkowane w kolejnosci odwrotnej do ruchu wskazowek
zegara. Przedstawiona funkcja jest modyfikacja opisanego algorytmu Grahama, majaca na
celu skrécenie implementacji oraz zwiekszenie wydajnosci algorytmu. Punkty nie sa sor-
towane po kacie odchylenia, lecz w porzadku ,po wspoélrzednych”, natomiast konstrukcja
otoczki realizowana jest w dwoch fazach — dolnej oraz gornej poléwki.

Listing 3.43: Implementacja funkcji vector <POINT*> ConvexHull (vector<POINT>&)

01 #define XCAL {while(SIZE(w) > m && Det((*w[SIZE(w) - 2]), (*W[SIZE(w) - 1]), \
02 (*s[x])) <= 0) w.pop_back(); w.PB(s[x]);}

// Funkcja wyznaczajaca wypuktg otoczke dla zbioru punktéw

03 vector<POINT*> ConvexHull(vector<POINT>& p) {

04 vector<POINT*> s, w;

// Wypeinij wektor s wskaZnikami do punktéw,

// dla ktérych konstruowana jest wypukta otoczka

05 FOREACH(it, p) s.PB(&x*it);
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Listing 3.43: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// Posortuj wskazniki punktéw w kolejnosci

// (niemalejace wspéirzedne x, niemalejace wspéirzedne y)

06 sort (ALL(s), OrdXY);

07 intm = 1;

// Wyznacz dolng czesS¢ wypuktej otoczki - taczacg najbardziej lewy - dolny
// punkt z najbardziej prawym - gérnym punktem

08  REP(x, SIZE(s)) XCAL

09 m = SIZE(w);

// Wyznacz gérng czesSé¢ otoczki

10  FORD(x, SIZE(s) - 2, 0) XCAL

// Usun ostatni punkt (zostat on wstawiony do otoczki dwa razy)
11 w.pop-back() ;

12 return w;

13 }

Wiele probleméw dla zbioru punktéw mozna rozwiazaé, wyznaczajac najpierw wypukta oto-
czke. Przykladem moze by¢ problem znajdowania pary najbardziej oddalonych punktow.
Oczywistym jest, ze punkty takie musza znajdowac sie na wypuklej otoczce rozpatrywanego
zbioru. Wybierajac bowiem pare punktéw A i B oddalonych od siebie o d, z ktorych przyna-
jmniej jeden nie lezy na wypuklej otoczce (zalézmy bez straty ogdlnosei, ze jest nim punkt
A) oraz prowadzac przez punkt A prosta [ prostopadla do odcinka A +— B, okazuje sie, ze
dla wszystkich punktow C, lezacych po przeciwnej stronie prostej [ niz punkt B, zachodzi
|B — C| > d (patrz rysunek 3.10.b). W celu wyznaczenia najdalszej pary punktéw, nalezy
dla kazdego punktu lezacego na wypuklej otoczce wyznaczy¢ punkt dla niego najdalszy oraz
wybra¢ sposréd wszystkich znalezionych par ta najbardziej oddalona. Mozna tego dokon-
a¢ w czasie liniowym poprzez wyznaczanie kolejnych par antypodycznych punktéw, co daje
sumaryczng zlozonosé czasowa algorytmu O(n * log(n)).

Listing 3.44: Przyklad dzialania funkcji vector<POINT*> ConvexHull(vector<POINT>&) dla
zbioru punktéw z rysunku 3.10. Do wyznaczanej wypuklej otoczki naleza tylko skrajne punkty
krawedzi — punkt (7,4) nie nalezy do wyznaczonej otoczki.

| (-7.5) (-6, -2) (5, -2) (8, 7)

Listing 3.45: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 3.44. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie w pliku convexhull _str.cpp

01 int main() {

02 int n;
03 vector<POINT> 1;
04  POINT p;

// Wczytaj liczbe punktoéw
05 cin >> n;

// Wczytaj wszystkie punkty
06  REP(x, n) {

07 cin >> p.x >> p.y;
08 1.PB(p);
09 }
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Listing 3.45: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// Wyznacz wypuklg otoczke
10 vector<POINT *> res = ConvexHull(l);
11 FOREACH(it, res)

12 cout << " " << (kkit);
13 return O;
14 }

Zadanie: Pomniki
Pochodzenie: Rozwiazanie:
Zadanie przygotowane na potrzeby ksiazki monuments . cpp

W Bajtocji od jakiego$ czasu trwa akcja, majaca na celu zwigkszenie atrakcyjnosci turysty-
cznej miasta. Sadzone sa drzewa, trawa malowana jest na zielono... Stuzby miejskie postanow-
ity wybudowaé réwniez wiele ozdobnych pomnikéw z Bito-Kryptu. Pojawit sie jednak pewien
problem — w Bajtocji znajduje sie potezna sie¢ Bito-serweréw, komunikujacych sie przy
uzyciu fal radiowych. Budowa pomnikéw z Bito-Kryptu na obszarze aktywnej komunikacji
radiowej moze zaklécaé¢ transmisje danych. Transmisja moze zostaé¢ zaktécona, jesli pom-
nik znajduje si¢ we wnetrzu pewnego trojkata, ktorego wierzchotkami sa lokalizacje Bito-
serwerow. Stuzby miejskie zwrocily sie¢ do Ciebie z prosba o stwierdzenie, dla kazdej sug-
erowanej lokalizacji pomnika, czy nie bedzie ona zakl6ca¢ komunikacji.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta lokalizacje Bito-serweréw oraz sugerowane lokalizacje pomnikéw,

e dla kazdego pomnika stwierdzi, czy moze on zaklécaé tacznosé,

e wypisze wynik

Wejscie

Pierwszy wiersz zawiera dwie liczby catkowite n i m (1 < n,m < 100000) — liczbe Bito-
serwerow oraz liczbe sugerowanych lokalizacji pomnikéw. Nastepne n wierszy zawiera po dwie
liczby catkowite z,y (1000000 < z,y < 1000000), oznaczajace wspotrzedne kolejnych Bito-
serwer6w. Kolejnych m wierszy zawiera po dwie liczby calkowite x,y (1000000 < z,y <
1000000), oznaczajace wspolrzedne sugerowanych lokalizacji pomnikéw.

Wyjscie
Twdj program powinien wypisaé doktadnie m wierszy — w i-tym wierszu wyjécia powinno

sie znalezé stowo TAK, jedli lokalizacja pomnika jest bezpieczna (nie bedzie powodowala
zaklocen), lub stowo NIE w przeciwnym przypadku.
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Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:
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Rysunek 3.11: Proces konstruowania wypuklej otoczki. (a) Wyznaczenie

(d) (e)

skrajnego punktu,

uporzadkowanie punktéw po katach odchylenia oraz dodanie pierwszej krawedzi. (b-c)
Przetworzenie kolejnych wierzchotkéw oraz dodanie krawedzi do konstruowanej wypuktej
otoczki. (d) Usuniecie poprzedniej krawedzi lezacej na lewo od nowo dodanej. (e) Kon-
strukcja wypuktej otoczki zakonczona.

Cwiczenia

H Proste

Srednie

Trudne

acm.uva.es - zadanie 10078
acm.uva.es - zadanie 109
acm.uva.es - zadanie 10065

acm.uva.es - zadanie 218
spoj.sphere.pl - zadanie 26
acm.sgu.ru - zadanie 227

spoj.sphere.pl - zadanie 228
acm.sgu.ru - zadanie 277
acm.uva.es - zadanie 10135
acm.sgu.ru - zadanie 290
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Rysunek 3.12: (a) Zbiér punktéw, dla ktérych wyznaczana jest para najblizszych punktéw. (b) Rozdzie-
lenie zbioru punktéw na dwa podzbiory X oraz Y. Wyznaczenie w obrebie tych zbioréw
par najblizszych punktéw oddalonych odpowiednio o d i e. (¢) Scalenie podrozwiazan
— nastepuje sprawdzenie par punktéw ze zbioréw X’ oraz Y’ oddalonych co najwyzej o
min(d,e) = d od prostej .

3.8. Para najblizszych punktéow

W rozdziale dotyczacym wyznaczania wypuktej otoczki zbioru H Literatura H
punktow wspomnieliémy o algorytmie wyznaczania pary najdal-
szych punktéw. W niniejszym rozdziale zajmiemy si¢ podobnym [WDA] - 354
problemem — dla danego zbioru punktéw S na ptaszczyznie nalezy [ASD] - 8.4.1

wyznaczy¢ pare najblizszych punktéw.

Nasuwajacym sie rozwiazaniem tego problemu jest sprawdzenie kazdej pary punktow
oraz wybranie tych dwoch, ktore sa najblizej siebie. Rozwiazanie takie jest bardzo proste w
implementacji, niestety jego zlozonos$é czasowa nie jest zachwycajaca i wynosi O(n?).

Istnieje algorytm pozwalajacy na znalezienie pary najblizszych punktéw w czasie O(n *
log(n)) i dzialajacy w oparciu o technike dziel i zwyciezaj. Na samym poczatku tworzone sa
dwie kopie zbioru punktéw. Jedna z nich sortowana jest w kolejnosci niemalejacych odcigtych
(zbidr ten nazwiemy S, ), druga w kolejnosci niemalejacych rzednych (zbiér Sy ). Po wykonaniu
tego kroku nastepuje przejscie do fazy dzielenia zbioru punktéw. Wyznaczana jest prosta [,
rownolegta do osi y, taka ze po obu jej stronach znajduje sie tyle samo punktéw ze zbioru S
(patrz rysunek 3.12.b). W ten sposéb powstaja dwa zbiory punktéw X oraz Y. X zawiera
punkty polozone na lewo od prostej [, natomiast Y — punkty polozone na prawo od prostej
l.

Rekurencyjnie rozwigzane zostaja podproblemy dla obu czesci X i Y, na skutek czego
wyznaczone zostaja dwie odlegloéci d oraz e, oznaczajace odpowiednio odlegtosé najblizszej
pary punktéw w zbiorze X oraz Y. Zatézmy, bez straty ogdlnodci, ze d < e.

Kolejnym krokiem algorytmu jest scalanie podrozwiazan. Oczywistym jest, ze para na-
jblizszych punktow dla calego zbioru S nie moze byé oddalona o wiecej niz d. Mozliwe sa
dwa przypadki — albo najblizsza para nalezy do zbioru X (wtedy jest to wyznaczona para
punktéw oddalonych o d), albo jeden z punktéw nalezy do zbioru X, a drugi do zbioru Y.
W przypadku tej drugiej sytuacji, punkty sa oddalone od siebie o odlegto$¢ mniejsza niz d,
wiec kazdy z nich musi leze¢ nie dalej niz o d od prostej I — podzbiory X i Y punktow
znajdujacych sie nie dalej niz o d oznaczamy odpowiednio przez X’ 1Y’ (rysunek 3.12.c).

To, co pozostaje do zrobienia, to wyznaczenie wszystkich par punktéw v € X' oraz v € Y’/
takich, ze |u — v| < d. Poniewaz odleglo$¢ dowolnej pary punktéw, zaréwno w zbiorze X', jak
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1Y’ wynosi co najmniej d, zatem liczba punktéw ze zbioréw X’ oraz Y’ w dowolnym kwadracie
o boku dtugoéci d jest ograniczona przez liczbe 5. Aby wyznaczyé wszystkie pozadane pary
punktéw u i v, wystarczy dla kazdego punktu ze zbioru X’ sprawdzi¢ 5 najblizszych pod
wzgledem wspolrzednej y punktéw ze zbioru Y. Mozna tego dokonaé w czasie liniowym ze
wzgledu na sumaryczna moc zbioréw X oraz Y, dzigki wezesniejszemu posortowaniu punktow
wzgledem wspotrzednej y.

Implementacja opisanej wyzej metody jest realizowana przez strukture NearestPoints.
Do jej konstruktora przekazywany jest wektor punktéw, dla ktérych chcemy znalezé pare
punktow najblizszych. Wynik — najmniejsza odlegtos¢ — mozna odczytaé z pola double
dist, natomiast para najblizszych punktéw jest wskazywana przez wskazniki — POINT *pl,
*p2. Implementacja przedstawiona jest na listingu 3.46.

Listing 3.46: Implementacja struktury NearestPoints

01 struct NearestPoints {

02 vector<POINT*> 1;

// Wskazniki na dwa punkty, stanowigce znaleziong pare najblizszych punktéw
03 POINT *pl, *p2;

// 0dlegtos¢ miedzy punktami pl i p2

04 double dist;

// Funkcja usuwa z listy 1 wszystkie punkty, ktérych odlegtosé

// od prostej x=p jest wieksza od odlegtosci miedzy parag aktualnie

// znalezionych najblizszych punktéw

05  void Filter (vector<POINT*> &1, double p) {

06 int s = 0;

07 REP(x, SIZE(1))

08 if (sqr(1[x]->x - p) <= dist) 1l[s++] = 1[x];
09 l.resize(s);

10 }

// Funkcja realizuje faze dziel i zwyciezaj dla zbioru punktéw z wektora 1

// od pozycji p do k. Wektor ys zawiera punkty

// z przetwarzanego zbioru posortowane w kolejnosci niemalejacych wspéirzednych y
11 void Calc(int p, int k, vector<POINT*> &ys) {

// Jesli zbidr zawiera wiecej niz jeden punkt, to nastepuje faza podzialu

12 if xk -p>1) {

13 vector<POINT*> 1lp, rp;
// Wyznacz punkt podzialu zbioru
14 intc=(k+p-1) /2;

// Podziel wektor ys na dwa zawierajace odpowiednio punkty

// na lewo oraz na prawo od punktu 1[c]

15 FOREACH(it, ys)

16 if (0rdXY(1[c], *it)) rp.PB(*it); else 1p.PB(xit);
// Wykonaj faze podziatéw

17 Calc(p, ¢ + 1, 1p);

18 Calc(c + 1, k, rp);

// Nastepuje faza scalania. Najpierw z wektoréw 1 i r usuwane

// sa punkty potozone zbyt daleko od prostej wyznaczajacej podziat zbiordw
19 Filter(1p, 1[lcl->x%);

20 Filter(rp, 1lcl->x);

21 int p = 0; double k;
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Listing 3.46: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// Nastepuje faza wyznaczania odlegtosci pomiedzy kolejnymi parami punktéw,
// ktére moga polepszyé aktualny wynik

22 FOREACH(it, 1p) {

23 while (p < SIZE(rp) - 1 && rplp + 11->y < (xit)->y) pt++;

24 FOR(x, max(0, p - 2), min(SIZE(rp) - 1, p + 1))

// Jesli odlegto$¢ miedzy parag przetwarzanych punktéw jest mniejsza od aktualnego
wyniku,

// to zaktualizuj wynik

25 if (dist > (k = sqr((*it)->x - rp[x]->x) +

26 sqr((xit)->y - rplx]->y))) {

27 dist = k;

28 pl = *it;

29 p2 = rplx];

30 }

31 }

32 1

33 }

// Konstruktor struktury NearestPoints wyznaczajacy pare najblizszych punktéw
34  NearestPoints(vector<POINT> &p) {

// Wypeinij wektor 1 wskazZnikami do punktéw z wektora p

// oraz posortuj te wskazniki w kolejnosci niemalejacych wspéirzednych x
35 FOREACH(it, p) 1.PB(&(*it));

36 sort (ALL(1), OrdXY);

// Jesli w zbiorze istniejg dwa punkty o tych samych wspéirzednych,

// to punkty te sg poszukiwanym wynikiem

37 FOR(x, 1, SIZE(1) - 1)

38 if (1lx - 1]1->x == 1[x]->x && 1[x - 1]1->y == 1[x]->y) {

39 dist = 0;

40 pl = 1[x - 1]; p2 = 1[x]; return;

41 }

42 dist = double(INF) * double(INF) ;

// Skonstruuj kopie wektora wskaznikéw do punktéw i posortuj go w kolejnosci
// niemalejacych wspéirzednych y

43 vector<POINT*> v = 1;

44 sort (ALL(v), Ord¥X);

// Wykonaj faze dziel i rzadZ dla wszystkich punktéw ze zbioru

45 Calc(0, SIZE(1l), v);

46 dist = sqrt(dist);

a7}

48 };

Listing 3.47: Przyklad wykorzystania struktury NearestPoints na zbiorze punktow z rysunku
3.12

Wyznaczona odleglosc: 4.12311
Zmaleziona para najblizszych punktow:
(_77 5) (_37 4)
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Listing 3.48: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 3.47. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie w pliku nearestpoints_str.cpp

01 int main() {

02 int n;
03 vector<POINT> 1;
04  POINT p;

// Wczytaj liczbe punktoéw
05 cin >> n;

// Wczytaj kolejne punkty
06  REP(x, n) {

07 cin >> p.x >> p.y;
08 1.PB(p);
09 }

// Wyznacz pare najblizszych punktéw oraz wypisz wynik

10 NearestPoints str(l);

11 cout << "Wyznaczona odleglosc: " << str.dist << endl;
12 cout << "Znaleziona para najblizszych punktow:" << endl;

13 cout << *(str.pl) << " " << x(str.p2) << endl;
14 return 0;
15 }
Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie Trudne H

acm.uva.es - zadanie 10245 | acm.sgu.ru - zadanie 120
acm.uva.es - zadanie 10750
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Rozdziat 4

Kombinatoryka

Wiele zadan, ktére zawodnik musi rozwiazaé podczas zawoddw,

] i ; H Literatura H
nalezy do klasy probleméw NP-trudnych. Stosunkowo duzo tego ty-
LT [KDP] - 1
pu zadan pojawia sie na konkursach ACM czy TopCoder. Rozpoz- S7DT - 105
nanie zadania tego typu jest zazwyczaj stosunkowo tatwe — wszys- [ " S]P- =
tkie one charakteryzuja sie bardzo Scistymi limitami na wielkos¢ [ I-3

danych wejsciowych (umiejetnosé szacowania zlozonoséci wymagane-

go algorytmu na podstawie ograniczen na wielko$é¢ danych wejsciowych jest bardzo istotna).
Jak wiadomo, nie sa znane algorytmy pozwalajace na rozwiazywanie zadan NP-trudnych w
czasie wielomianowym — czesto stosowane techniki bazuja na programowaniu dynamicznym,
ktére zasadniczo polega na wyznaczaniu wynikéw dla pewnej klasy podprobleméw, na pod-
stawie ktérych mozna obliczyé wynik dla postawionego problemu. Liczba podprobleméw,
ktére nalezy rozpatrze¢ w przypadku zadan NP-trudnych jest wyktadnicza, co nie tylko wiaze
sie z dtugim czasem ich generowania, ale réwniez wymaga duzej ilosci pamieci potrzebnej na
spamietywanie wynikow cze$ciowych. Programowanie dynamiczne w przypadku wielu zadan
nie jest rowniez proste z punktu widzenia implementacyjnego.

Czasem rozsadniejszym podejéciem okazuje sie wygenerowanie wszystkich mozliwych roz-
wiazan do postawionego problemu, a nastepnie wybranie sposréd nich najlepszego. Rozwiaza-
niem moze by¢ przykltadowo odpowiednie uporzadkowanie pewnych obiektéw (wyznaczany
porzadek mozna reprezentowaé przy uzyciu permutacji), czy tez wybranie pewnego ich pod-
zbioru.

W przypadku wielu zadan NP-trudnych okazuje sie, ze umiejetnosé efektywnego generowa-
nia rozmaitych obiektéw kombinatorycznych jest podstawa do szybkiego rozwiazania zada-
nia. W aktualnym rozdziale przedstawimy kilka algorytméw pozwalajacych na generowanie
wszystkich permutacji oraz podzbioréw danego zbioru, jak réwniez podzialow liczby.

Swietnym zrédlem informacji, na bazie ktérego powstala zawartosé tego rozdziatu jest
ksiazka Witolda Lipskiego ,,Kombinatoryka dla programistéw”, do ktorej lektury goraco
zachecamy.

4.1. Permutacje w kolejnosci antyleksykograficznej

Pierwsza prezentowana funkcja jest void PermAntyLex::Gen (VI&, void (x) (VI&)),
ktorej kod zrédlowy przedstawiony jest na listingu 4.1. Funkcja ta przyjmuje jako argumenty
wektor liczb v oraz wskaznik na funkcje f. Jej zadaniem jest generowanie wszystkich permu-
tacji zbioru v, oraz dla kazdej wygenerowanej permutacji wywotanie funkcji f. Sposéb uzycia
tej funkcji w praktyce, jak i przyktadowa kolejnosé wyznaczanych permutacji przedstawione
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sa na listingu 4.2. Specyficzny porzadek generowania permutacji okazuje sie pozyteczny w
niektérych zadaniach, jednak gtéwna zaleta tej funkcji jest jej prostota.
Czas wyznaczenia wszystkich permutacji zbioru n-elementowego

) o i H Literatura H
to O(n!), co daje optymalny algorytm, gdyz $éredni czas przy- Dbl - 11
padajacy na wygenerowanie pojedynczej permutacji jest staly. [[SZP] ] _1 2 z

Listing 4.1: Implementacja funkcji void PermAntyLex:Gen(VI&, void (*) (VI&))

01 namespace PermAntyLex {

// Wskaznik na wektor liczb reprezentujacych generowang permutacje

02 VI *V;

// Wskaznik na funkcje, ktéra jest wywolywana dla kazdej wygenerowanej
// permutacji

03  wvoid (xfun) (VI &);

// Funkcja rekurencyjna, wyznaczajgca wszystkie m-elementowe permutacje
04  void Perm(int m) {

05 if (Im) fun(*V);

06 else FOR(i, 0, m) {

07 Perm(m - 1);

08 if (i <m {

// Zamiana miejscami elementu i-tego oraz m-1-szego
09 swap((*V) [1], (*V) [m]);

// Odwrécenie kolejno$ci wszystkich elementéw na przedziale [0..m-1]. W
// miejscu tym wykorzystywana jest niejawna informacja na temat budowy
// wektoréw, gdyby elementy nie znajdowaty sie w pamieci w postaci

// ciaglej, nie wolno bytoby skorzysta¢ z funkcji reverse

10 reverse (& (*V) [0], & (V) [m]);

11 }

12 }

13}

// Wtasciwa funkcja wywolywana z zewnatrz przestrzeni nazw PermAntyLex
14 void Gen(VI & v, void (*f) (VI &)) {

15 V = &v;

16 fun = f;

17 Perm(SIZE(v) - 1);
18 }

19 };

Listing 4.2: Ciag permutacji wygenerowany przez funkcje void PermAntyLex:Gen(VI&, void
() (VI&)) dla zbioru liezb {1,2,3,4}

12314 21314 13214 3124 2314 3214
1243 2143 1423 4123 2413 4213
1342 3142 1432 4132 3412 4312
2341 3241 2431 4231 3421 4321
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Listing 4.3: Kod Zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 4.2. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku permantylex.cpp

// Funkcja wywolywana dla kazdej wygenerowanej permutacji
01 void Display (VI & v) {

02 static int calc = 0;

03 if (!'(calc++ % 6)) cout << endl;

// Wypisz elementy permutacji

04  FOREACH(it, v) cout << *it << " ";

05 cout << "\t";

06 }
07 int main() {
08 VI p;

// Stwérz wektor liczb {1,2,3,4}

09 FOR(x, 1, 4) p.PB(x);

// Wygeneruj permutacje zbioru {1,2,3,4} w kolejnosci antyleksykograficznej
10 PermAntyLex::Gen(p, &Display);

11 return O;

12 }

4.2. Permutacje — minimalna liczba transpozycji

Definicja 4.2.1 Transpozycja jest to zamiana miejscami dwdch elementow permutacji —
przykladowo, permutacjami uzyskanymi poprzez zastosowanie pojedynczej transpozycyi to {1, 2,
3,4} sq {2,1,3,4} oraz {1,4,3,2}, ale nie jest nig {2,3,1,4}.

Jak juz zauwazyliSmy wczesniej, nie da sie szybciej wygenerowaé wszystkich permutacji
zbioru n-elementowego niz w czasie O(n!). Nie oznacza to jednak, ze rozwiazanie zada-
nia bazujacego na przeanalizowaniu wszystkich permutacji w celu znalezienia optymalnego
rozwiazania dziala w takim czasie. Dla kazdej permutacji bowiem musza zosta¢ wykonane
pewne obliczenia, zalezne od rozwiazywanego problemu. Jedna z mozliwosci wykonywania
tych obliczen jest dokonywanie ich niezaleznie dla kazdej wyznaczonej permutacji. Podejscie
takie jest najprostsze z mozliwych, jednak nie uwzglednia zaleznoéci, ktére moga wystepowaé
pomiedzy réznymi rozwiazaniami, a co za tym idzie — podczas sprawdzania kolejnych permu-
tacji, algorytm moze wykonywaé¢ pewna nadmierng prace. Uwzglednianie zaleznosci miedzy
rozwiazaniami wymaga jednak pewnej wiedzy na temat kolejnoéci generowania permutacji. W
zaleznosci od tego moze okazacé sig, ze wykorzystanie informacji z poprzedniego rozwiazania,
w celu wyznaczenia wyniku dla aktualnego, nie jest proste, o ile w ogéle mozliwe. Przedstaw-
iona w aktualnym rozdziale funkcja void PermMinTr: :Gen (VI&, void (*) (VI&)) stuzy do
generowania wszystkich permutacji danego zbioru w kolejnosci minimalnych transpozycji.
Przyktad wygenerowanej listy permutacji przedstawiony jest na listingu 4.5.

Kolejne dwie permutacje powstaja poprzez zamiane miejscami tylko dwdch elementow
— podejscie takie w wielu zadaniach bardzo ulatwia wyznaczanie wynikéw dla kolejnych
rozwiazan z wykorzystaniem poprzednich. Parametrami funkcji sa odpowiednio wektor liczb
reprezentujacy permutowany zbiér oraz wskaznik na funkcje wywotywana dla kazdej wyznac-
zonej permutacji. Czas dzialania algorytmu to O(n!). Implementacja przedstawiona jest na
listingu 4.4.
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Listing 4.4: Implementacja funkcji void PermMinTr: :Gen(VI&, void () (VI&))

01 namespace PermMinTr {

// Wskaznik na wektor liczb reprezentujacych generowang permutacje

02 VI* V;

// Wskaznik na funkcje, ktéra jest wywolywana dla kazdej wygenerowanej permutacji
03 void (*fun) (VI&);

// Funkcja rekurencyjna, wyznaczajgca wszystkie m-elementowe permutacje

04  void Perm(int m){

05 if(m == 1) fun(*V); else

06 REP(i, m) {

07 Perm(m - 1);

08 if(i <m- 1) swap(GxV[(1(m & 1) && m > 2) 7

09 1A<m-1)7i:m-3:m-2], D[m - 1]);
10 }

11 }

// Wtasciwa funkcja wywotywana z zewnatrz przestrzeni nazw PermAntyLex
12 void Gen(VI& v, void (x£) (VI&)) {

13 V= &v;

14 fun = £;

15 Perm(SIZE(v));
16 }

17 };

Listing 4.5: Przyklad dzialania funkcji void PermMinTr: :Gen(VI&, void (*) (VI&)) dla zbioru
{1,2,3,4}

12314 21314 2314 3214 3124 1324
4321 3421 3241 2341 2431 4231
4132 1432 1342 3142 3412 4312
4321 3421 3241 2341 2431 4231

Listing 4.6: Kod Zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 4.5. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie¢ w pliku permmintr.cpp

// Funkcja wywotywana dla kazdej wygenerowanej permutacji
01 void Display (VI & v) {

02 static int calc = 0;

03 if (! (calc++ % 6)) cout << "\n";

// Wypisz elementy permutacji

04 FOREACH(it, v) cout << *it << " ";

05  cout << "\t";

06 }
07 int main() {
08 VI p;

// Stwérz wektor liczb {1,2,3,4}
09 FOR(x, 1, 4) p.PB(x);
// Wygeneruj permutacje zbioru {1,2,3,4} z uzyciem minimalnej liczby
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Listing 4.6: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// transpozycji

10 PermMinTr::Gen(p, &Display);
11 return 0;

12 }

4.3. Permutacje — minimalna liczba transpozycji sasiednich

Definicja 4.3.1 Transpozycja sasiednia jest to taka transpozycja, ktora zamienia miejscams
dwa sgsiednie elementy — przyktadowo, permutacjami uzyskanymi poprzez zastosowanie po-
jedynczej transpozycji sgsiedniej do permutacji {1,2,3,4} sq {2,1,3,4} oraz {1,2,4,3}, ale
nie sg nami {2,3,1,4} oraz {4,2,3,1}.

W niektorych zadaniach generowanie permutacji w kolejnosci minimalnych transpozy-
¢ji moze okazaé sie niewystarczajace — zaleznosci miedzy poszcezegdlnymi rozwiazaniami sa
na tyle skomplikowane, ze proces aktualizacji wyniku dla konkretnego rozwiazania nie moze
zostaé zrealizowany w zadowalajacym czasie na podstawie wyniku dla innego rozwiazania,
rozniacego sie pojedyncza transpozycja. W takich sytuacjach pozadanym sposobem generowa-
nia kolejnych permutacji moze okazaé si¢ metoda wyznaczania permutacji z uzyciem mini-
malnej liczby transpozycji sasiednich. Funkcja void PermMinTrAdj(VI&, void (x) (VI&,
int) ), ktérej kod zrédlowy przedstawiony jest na listingu 4.7, realizuje wyzej omoéwiong
metode wyznaczania permutacji. Jej parametrami sa odpowiednio wektor liczb oraz funke-
ja f wywolywana dla kazdej wyznaczonej permutacji. Funkcja f otrzymuje dwa parametry
— pierwszym jest wektor liczb reprezentujacy permutacje, drugi natomiast to liczba k wyz-
naczajaca pare elementéw (k oraz k + 1), ktére zostaly zamienione miejscami w celu uzyska-
nia nowej permutacji (k = —1 w przypadku pierwszej permutacji). Czas dzialania funkcji to
O(n!). Przyklad jej uzycia przedstawiony jest na listingu 4.8.

Listing 4.7: Implementacja funkcji void PermMinTrAdj (VI&, void (*) (VI&, int))

// Funkcja generuje wszystkie permutacje zbioru p z uzyciem minimalnej liczby
// transpozycji sasiednich

01 void PermMinTrAdj(VI & p, void (*fun) (VI &, int)) {

02 int x, k, i = 0, s = SIZE(p);

03 VI c(s, 1);

04 vector<bool> pr(s, 1);

05 cls - 1] = 0;

06  fun(p, -1);

07 while (i < s - 1) {

08 i=x=0;

09 while (c[i] == s - i) {

10 if (prli] = !prl[i]) x++;

11 cli+t+] = 1;

12 1

13 if (4 <s-1){

14 k =pr[i] ? c[i]l + x : s = 1 - c[i] + x;
15 swap(plk - 11, plkl);

16 fun(p, k - 1);
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Listing 4.7: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

17 cli]++;
18 }

19 }

20 }

Listing 4.8: Wynik wygenerowany przez funkcje void PermMinTrAdj (VI&, void (*) (VI&, int))
dla zbioru liczb {1,2,3}.

Permutacja: 1 2 3
Zamiana elementow 0 i 1
Permutacja: 2 1 3
Zamiana elementow 1 i 2
Permutacja: 2 3 1
Zamiana elementow 0 i 1
Permutacja: 3 2 1
Zamiana elementow 1 1 2
Permutacja: 3 1 2
Zamiana elementow 0 i 1
Permutacja: 1 3 2

Listing 4.9: Kod Zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 4.8. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku permmintradj. cpp

// Funkcja wywolywana dla kazdej wygenerowanej permutacji

01 void Display(VI & v, int k) {

02 if (k '= -1) cout << "Zamiana elementow " << k << " i " << k + 1 << endl;
// Wypisz elementy permutacji

03  cout << "Permutacja: ";

04  FOREACH(it, v) cout << *it << " ";

05 cout << endl;

06 }
07 int main() {
08 VI p;

// Stwérz wektor liczb {1,2,3}

09 FOR(x, 1, 3) p.PB(x);

// Wygeneruj permutacje zbioru {1,2,3} z uzyciem minimalnej liczby transpozycji
// sasiednich

10 PermMinTrAdj(p, &Display);

11 return 0;

12 }

Zadanie: Liczby permutacyjnie-pierwsze
Pochodzenie: Rozwiazanie:
Eliminacje do konkursu ACM ICPC — Dhaka Regional 2004 permprime.cpp

Permutacje ciagu cyfr 0 — 9 posiadaja bardzo ciekawe wlasnoéci — réznica dowolnych dwoch
permutacji tej samej sekwencji cyfr jest zawsze podzielna przez 9. Jest to dos¢ interesujace
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zjawisko. Przykladowo:

|458967 — 456879| = 2088 = 9 * 232

Zadaniem nie bedzie jednak udowodnienie tego faktu (gdyz jest to zbyt proste) lecz
przeanalizowanie nieco innej wtasnosci. Istnieja pewne liczby, ktére pomniejszone o pewna
permutacje swoich cyfr sa postaci 9p, gdzie p to liczba pierwsza mniejsza od 1111111. Liczby
takie nazywane sa permutacyjnie-pierwszymi. Dla przyktadu: 92—29 = 63 = 9% 7, a poniewaz
7 jest liczba pierwsza, zatem 92 jest liczba permutacyjnie-pierwsza.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta liste przedziatéw liczb naturalnych,

e dla kazdego z przedzialéw wyznaczy iloéé liczb permutacyjnie-pierwszych.

e wypisze wynik.

Wejscie
Pierwszy wiersz wejscia zawiera jedna liczbe catkowita T' (0 < T < 51) oznaczajaca liczbe

testéw. Nastepnych T wierszy zawiera po dwie liczby p oraz ¢ (0 < p < ¢ < 99999999,
q—p < 1000).

Wyjscie
Dla kazdego testu nalezy wypisaé¢ jeden wiersz zawierajacy doktadnie jedna liczbe catkowita,
oznaczajaca liczbe liczb w przedziale [a, b], ktére sa permutacyjnie-pierwsze.

Przyktad

Dla nastepujacego wejscia: Poprawnym rozwiazaniem jest:

2

1 10 g

2 20

Cwiczenia

H Proste ‘ Srednie Trudne H
acm.uva.es - zadanie 10911 acm.uva.es - zadanie 216 acm.sgu.ru - zadanie 224
acm.uva.es - zadanie 10063 | spoj.sphere.pl - zadanie 399 | acm.uva.es - zadanie 10012

acm.uva.es - zadanie 146 acm.sgu.ru - zadanie 222 acm.uva.es - zadanie 10252

acm.uva.es - zadanie 10098 | acm.uva.es - zadanie 10460 acm.uva.es - zadanie 195
spoj.sphere.pl - zadanie 379 | acm.uva.es - zadanie 10475
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4.4. Wszystkie podzbiory zbioru

Rozwiazania niektérych probleméw nie wyrazaja si¢ w postaci II
permutacji elementow pewnego zbioru, co wymusza potrzebe poszuki- I [KDP] - 1.5 I

wania innych sposobow reprezentacji. Jedna z nich jest uzycie podzbioréw
danego zbioru — w takich sytuacjach przydatna moze sie okazaé,
podobnie jak to bylo w przypadku permutacji, efektywna metoda generujaca wszystkie 2"
podzbioréw zbioru n-elementowego.

Prezentowana w tym rozdziale funkcja void SubsetMin (int, void (*) (vector<bool>&,
int) ), ktorej implementacja przedstawiona jest na listingu 4.10, przyjmuje jako parametry
liczbe naturalna n, okreslajaca liczbe elementéow w rozpatrywanym zbiorze oraz wskaznik na
funkcje f, ktora wywolywana jest dla kazdego wyznaczonego podzbioru. Funkcji f przekazy-
wane sa dwa parametry. Pierwszym z nich jest wektor n zmiennych logicznych reprezen-
tujacych podzbiér zbioru — k-ty element przyjmuje wartos¢ 1, jesli k-ty element zbioru nalezy
do wyznaczonego podzbioru. Drugi parametr reprezentuje numer elementu, ktory zostal do-
dany lub usuniety w procesie generowania kolejnego podzbioru. Kazde dwa kolejne podzbiory
wyznaczane przez funkcje réznia sie doktadnie jednym elementem (w kazdym kroku jeden el-
ement zostaje dodany lub usuniety z generowanego podzbioru). Czas dzialania funkcji jest
liniowy ze wzgledu na liczbe wyznaczanych podzbioréw i wynosi O(2").

Listing 4.10: Implementacja funkcji void SubsetMin(VI&, void (*) (vector<bool>&,int))

// Funkcja generujaca wszystkie podzbiory zbioru n-elementowego
01 void SubsetMin(int n, void (*fun) (vector<bool>&, int)) {

02 vector<bool> B(n, 0);

03 fun(B, -1);

04 for(int i = 0, p =0, j; p < mn;) {

05 for(p = 0, j=++i; j & 1; pt+) j >>= 1;

06 if(p < n) {

// Zmiei przynaleznosé do podzbioru elementu p

07 Blp] =! Blpl;

08 fun(B, p);

09 }

10 }

11}

Listing 4.11: Przyktad dzialania funkcji void SubsetMin(VI&, void

() (vector<bool>&,int)) na przyktadzie 3-elementowego zbioru

Podzbior: 0 0 0
Do zbioru zostal dodany element 1
Podzbior: 0 1 0
Do zbioru zostal dodany element 0
Podzbior: 1 1 0
Do zbioru zostal dodany element 2
Podzbior: 1 1 1
Ze zbioru zostal usuniety element 0
Podzbior: 0 1 1
Ze zbioru zostal usuniety element 1
Podzbior: 0 0 1
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Listing 4.11: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

Do zbioru zostal dodany element 0
Podzbior: 1 0 1

Listing 4.12: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 4.12. Pelny kod
zrodlowy programu znajduje sie¢ w pliku subsetmin. cpp

// Funkcja wywotywana dla kazdego wygenerowanego podzbioru
01 void Display(vector<bool> &v, int k) {
02 if (k '= -1) {

03 if (v[k]) cout << "Do zbioru zostal dodany element " << k << endl;
04 else cout << "Ze zbioru zostal usuniety element " << k << endl;
05 }

06 cout << "Podzbior: ";

07 FOREACH(it, v) cout << *it << " ";
08 cout << endl;

09 }

10 int main() {

// Wyznacz wszystkie 3-elementowe podzbiory
11 SubsetMin(3, &Display);

12 return 0;

13 }

Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie ‘ Trudne H

H spoj.sphere.pl - zadanie 147 ‘ acm.sgu.ru - zadanie 249 ‘ acm.uva.es - zadanie 811 H

4.5. Podzbiory k-elementowe w kolejnosci leksykograficznej

Istnieje grupa zadan, w ktérych rozwiazanie mozna reprezen- Il
towa¢ przy uzyciu podzbioru, ale do rozwigzania nie sa potrzeb- I [KDP] - 1.7 |

ne wszystkie podzbiory, lecz tylko te o odpowiedniej licznosci. W
takich sytuacjach przydatny jest mechanizm pozwalajacy na wyz-
naczanie wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego zawierajacych doktadnie k elemen-
tow. Zadanie takie okazuje sie nie tylko mozliwe do zrealizowania w czasie liniowym ze wzgledu
na liczbe wyznaczanych podzbioréw, ale réwniez proste w implementacji.

Funkcja void SubsetKLex(int, int, void (%) (VI&)) przedstawiona na listingu 4.13
pozwala na wyznaczanie wszystkich podzbioréw k-elementowych w kolejnosci leksykograficzne;j.
Jako parametry funkcja ta przyjmuje liczbe elementéw w rozpatrywanym zbiorze n, wielkos¢
generowanych podzbioréw k oraz wskaznik na funkcje, ktorej jako parametr beda przekazy-
wane kolejno generowane podzbiory. Podzbior reprezentowany jest w postaci listy numerdéw
elementéw do niego nalezacych. Elementy numerowane sa od 0 do n — 1. Przyktad uzycia tej
funkcji zostal przedstawiony na listingu 4.15.
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Listing 4.13: Implementacja funkcji void SubsetKLex (int, int, void (*) (VI&))

// Funkcja wyznacza wszystkie podzbiory k-elementowe n-elementowego zbioru
01 void SubsetKLex(int k, int n, void (¥fun) (VI &)) {

02 int i, p = k;

03 VI A(k);

04 REP(x, k) A[x] = x;

05  while (p) {

06 fun(A);

07 Alk - 1] ==n - 17 p— : p = k;

08 if (p) FORD(i, k, p) Ali - 1] = Alp - 1] + i - p + 1;
09 }

10 }

Listing 4.14: Przyklad wykorzystania funkcji void SubsetKLex(int, int, void (*) (VI&)) do
wyznaczenia wszystkich podzbioréw 4-elementowych 7-elementowego zbioru

0123 01214 0125 0126 01314

0135 0136 0145 0146 0156 0234
0235 0236 0245 0246 0256 0345
0346 0356 0456 1234 1235 1236
1245 1246 1256 1345 1346 1356
1456 2345 2346 2356 2456 3456

Listing 4.15: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 4.15. Pelny kod
zrodlowy programu znajduje sie w pliku subsetklex.cpp

// Funkcja wywotywana dla kazdego wyznaczonego podzbioru
01 void Display (VI & v) {

02 static int calc = 0;

03 if (! (++calc % 6)) cout << "\n";

// Wypisz elementy podzbioru

04  FOREACH(it, v) cout << *it << " ";

05 cout << "\t";

06 }

07 int main() {

// Wygeneruj wszystkie 4-elementowe podzbiory 7-elementowego zbioru
08 SubsetKLex (4, 7, &Display);

09 return 0;

10 }

4.6. Podzialy zbioru z uzyciem minimalnej liczby zmian

Podziat zbioru polega na przyporzadkowaniu kazdego elementu tego zbioru do doktad-
nie jednego podzbioru. Przykladami podzialéw zbioru 5-elementowego {1,2,3,4,5} sa {1,5}
{2,3,4} oraz {1} {2} {3,4} {5} . Tak jak i w przypadku permutacji, wyznaczanie wyniku
dla konkretnego podzialu mozna dokonaé¢ na podstawie wyniku wyznaczonego dla innego —
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podobnego podziatu, zatem metoda wyznaczania podzialéow jest dos¢ istotna. Przedstawiony
tu algorytm, realizowany przez funkcje void SetPartition(int, void (*) (VI&)) z listin-
gu 4.16, wyznacza podzialy zbioru w sekwencji minimalnych zmian — kolejne dwa podzi-
aly réznia sie przynaleznoscia do réznych podzbioréw tylko jednego elementu. Funkcja jako
parametry przyjmuje liczbe n, okreslajaca moc dzielonego zbioru oraz wskaznik na funkcje
f, ktorej przekazywane sa wszystkie wyznaczane podzialy. Podzial zbioru reprezentowany
jest przez wektor n liczb, gdzie k-ta liczba reprezentuje numer podzbioru, do ktérego zostat
przydzielony k-ty element. Przyklad dziatania funkcji zostal przedstawiony na listingu 4.17.

Listing 4.16: Implementacja funkcji void SetPartition(int, void (*) (VI&))

// Funkcja wyznacza wszystkie podziaty n-elementowego zbioru

01 void SetPartition(int n, void (*fun) (VI&)) {

02 VI B(n, 1), N(n + 1), P(n + 1);

03 vector<bool> Pr(n + 1, 1);

04 N[1] = 0;

05  fun(B);

06 for(int i, k, j =n; j > 1;) {

07 k = B[j - 1];

08 if(Pr(jl) {

09 if(!N[k]) PIN[k] = j + (N[j] = 00 = k;

10 if(N[k] > j) N[P[j] = k] = PIN[j] = N[k]] = j;

// W tym miejscu nastepuje przydzielenie elementu j do zbioru o numerze N[k]
11 B[j - 1] = N[k];

12 } else {

// W tym miejscu nastepuje przydzielenie elementu j do zbioru o numerze P[k]
13 B[j - 11 = P[k];

14 if(k == j) N[k] ? PIN[P[k]] = N[k]] = P[k] : N[P[k]] = 0;
15 }

16 fun(B) ;

17 j = n;

18 while(j > 1 && ((Pr[jl && (B[j - 11 == j))

19 [l ('Pr[j] && (B[j - 1] == 1)))) Pr[j--]1 = 'Pr[jl;
20}

21}

Listing 4.17: Przyklad dzialania funkcji void SetPartition(int, void (x)(VI&)) dla 4-
elementowego zbioru

1111 1114 1134 1133 1131 1231
1232 1233 12314 1224 1222 1221
1211 1212 1214

Listing 4.18: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 4.17. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie w pliku setpartition.cpp

// Funkcja wywotywana dla kazdego wyznaczonego podziatu zbioru
01 void Display (VI & v) {
02 static int calc = 0;
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Listing 4.18: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

03 if (! (calc++ % 6)) cout << endl;

// Wypisz wyznaczony podziat zbioru

04 FOREACH(it, v) cout << *it << " ";

05  cout << "\t";

06 }

07 int main() {

// Wyznacz wszystkie podziaty 4-elementowego zbioru
08 SetPartition(4, &Display);

09 return 0;

10 }

4.7. Podzialy liczby w kolejnosci antyleksykograficznej

Ostatnim z serii algorytméw kombinatorycznych jest funkcja,
stuzaca do generowania wszystkich podziatléw zadanej liczby w
kolejnosci antyleksykograficznej. Podziatem liczby naturalnej nazy-
wamy zaprezentowanie jej w postaci sumy liczb naturalnych dodat-
nich. Dla przyktadu — liczbe 10 mozna przedstawi¢ na wiele sposobdéw, miedzy innymi jako
5+ 3+ 2, czy jako 5 4+ 5. Dwa podzialy liczby sa takie same, jesli w ich sklad wchodza te
same liczby (nie jest istotna kolejnosé). Generowanie podziatéw liczb okazuje si¢ potrzebne
chocéby podczas rozwiazywania problemoéow zwiazanych z wydawaniem reszty.

Prezentowana na listingu 4.19 funkcja void NumPart (int, void (*) (VI&, VI&)) przyj-
muje jako parametry liczbe naturalna n, ktéra ma zosta¢ poddana podziatom oraz wskaznik
do funkcji f, wywolywanej dla kazdego wyznaczonego podziatu. Funkcja f jako parametry
otrzymuje pare rownolicznych wektoréw s oraz r — k-ta para elementéw z tych wektoréw
(sk, ri) reprezentuje k-ty skladnik sumy — s liczb rp (szczegbélowy sposéb uzycia zostal
przedstawiony na listingu 4.21).

H Literatura H
| [KDP] - 1.11 |

Listing 4.19: Implementacja funkcji void NumPart (int, void (*) (VI&, VI&))

// Funkcja generuje wszystkie podziaty liczby n

01 void NumPart (int n, void (*fun) (VI &, VI &, int)) {
02 VI S(n + 1), R(n + 1);

03 int 4, sum, 1;

04 S[0] = n;

05 R[0] =4 = 1;

06  while (1) {

07 int summ = 0, x, s;
08 fun(R, S, d);

09 if (S[0] == 1) break;
10 sum = O;

11 if (S[d - 1] == 1) sum += R[--d];
12 sum += S[d - 1];

13 R[d - 1]--;

14 1=2S8[d-1] - 1;
15 if (R[4 - 11) d++;

16 S[d - 1] = 1;
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Listing 4.19: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

17 R[d - 1] = sum / 1;
18 1 =sum % 1;

19 if (1) {

20 S[dl = 1;

21 R[d++] = 1;

22 }

23 }

24 }

Listing 4.20: Przyklad zastosowania funkcji void NumPart (int, void (*) (VI&, VI&)) do wyz-
naczenia podzialéow liczby 5

NN W W e Ot
+++++ +
— =N =N
+ 4+

— =

-

—

+

-

Listing 4.21: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 4.21. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku numpart. cpp

// Funkcja wywotywana dla kazdego wyznaczonego podziatu liczby
01 void Display(VI & s, VI & r, int n) {

02 bool ch = 0;

// Wypisz kolejne elementy podzialu

03 REP(x, n) REP(y, s[x]) {

04 if (ch) cout << " + ";
05 cout << r[x];

06 ch = 1;

07 }

08 cout << endl;

09 }

10 int main() {

// Wygeneruj wszystkie podziaty liczby 5
11 NumPart (5, &Display);

12 return O;

13 }
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Rozdziat 5

Teoria liczb

W tym rozdziale poruszymy problematyke zwiazang z teorig ||
liczb. Przedstawimy implementacje takich algorytmoéw, jak wyz- | [SZP] - 4 I

naczanie najwickszego wspdélnego dzielnika, metode szybkiego pote-
gowania, czy wyznaczanie odwrotnosci modularnej. Zaprezentowane
zostana rowniez metody testowania pierwszosci liczb oraz implementacja arytmetyki wielkich
liczb, pozwalajaca na wykonywanie operacji zaréwno na liczbach calkowitych niemieszczacych
sie w ograniczeniach standardowych typéw zmiennych, jak réwniez liczb wymiernych, reprezen-

towanych w postaci ulamka nieskracalnego £

.
5.1. Wspoélczynnik dwumianowy Newtona

Kazdy zapewne zna definicje wspdlczynniku dwumianowego

iteraiira |

Newtona — (}) = #lk‘)' Istnieje wiele zadan, w ktérych nalezy TINK] -5 |

wyznaczy¢ liczbe sposobow wyboru podzbioru jakiegos zbioru, spet-
niajacego pewne dodatkowe zalozenia. W zadaniach tego typu za-
wsze pojawia sie¢ w ktoryms momencie wspotezynnik dwumianowy Newtona. Wyznaczenie
wartosci (}) jest proste — wystarczy policzy¢ warto§é liczby n!, a nastepnie podzieli¢ ja
przez kl(n — k). W tym miejscu jednak pojawia si¢ pewien problem. W zadaniach czesto
powiedziane jest, ze obliczany wynik miesci sie w pewnym standardowym typie zmiennych.
Nie gwarantuje to jednak, ze wszystkie wykonywane posrednie obliczenia nie spowoduja
przepelnienia wartosci zmiennej. Taka sytuacja moze mie¢ miejsce podczas wyznaczania
wartosci wspotezynnika dwumianowego Newtona — wartos¢ n! moze byé istotnie wieksza
od wyznaczanej wartosci (Z) Jednym z rozwiazan tego problemu jest zastosowanie arytmety-
ki wielkich liczb, ale nie jest to w wielu przypadkach najlepsze rozwiazanie, ze wzgledu na
efektywnos¢ oraz zlozonos¢ implementacji. Zmiana sposobu wyliczania wyniku moze okazaé
sie znacznie lepszym pomystem — tak jest w przypadku wspotczynnika dwumianowego New-
tona.

Sposob wyliczania wspotczynnika dwumianowego Newtona, ktory nie powoduje przepelnie-
nia zmiennych, o ile sama wartosé (Z) mieéci sie w arytmetyce, polega na wyznaczeniu
rozkladu na liczby pierwsze poszczegdlnych liczb n!, k! oraz (n — k)!, a nastepnie wyko-
naniu dzielenia poprzez skracanie czynnikéw uzyskanych rozktadéw. Implementacja takiego
algorytmu zostalta przedstawiona na listingu 5.1. Funkcja LL Binom(int, int) przyjmuje jako
parametry liczby n oraz k, a zwraca jako wynik wartosé (}).
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Listing 5.1: Implementacja funkcji LL Binom(int, int)

// Funkcja wyznacza warto$¢ dwumianu Newtona

01 LL Binom(int n, int k) {

02 #define Mark(x, y) for(int w = x, t = 2; w > 15 t++) \
03 while(! (w % t)) {w /= t; plt] += y;}

04 if(m <k || n < 0) return 0;

05 int p[n + 1];

06 REP(x, n + 1) p[x] = 0;

// Wyznacz wartos¢ liczby n!/(n-k)!=(n-k+1)*...*n w postaci rozkladu
// na liczby pierwsze

07 FOR(x, n - k¥ + 1, n) Mark(x, 1);

// Podziel liczbe, ktérej rozktad znajduje sie w tablicy
// p przez k!

08 FOR(x, 1, k) Mark(x, -1);

// Wylicz wartos§é wspétczynnika dwumianowego na podstawie
// jej rozktadu na liczby pierwsze i zwréé wynik

09 LL r =1;

10 FOR(x, 1, n) while(p[x]--) r *= x;

11 return r;

12 }

Listing 5.2: Przyklad dzialania funkcji LL Binom(int, int)

Binom(40,20) — 137846528820
Binom(100000,3) = 166661666700000
Binom(10,23) = 0

Listing 5.3: Kod Zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 5.2. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku binom. cpp

1 int main() {

2 int n, k;

// Dla wszystkich par liczb wyznacz warto$¢ dwumianu Newtona
3 while (cin >> n >> k)

4 cout << "Binom(" << n << "," << k << ") =" << Binom(n, k) << endl;
5 return 0;
6}
Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie Trudne H

acm.uva.es - zadanie 369 | spoj.sphere.pl - zadanie 78 | acm.uva.es - zadanie 10219
acm.uva.es - zadanie 10338
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5.2. Najwiekszy wspolny dzielnik

Najwickszy wspélny dzielnik (ang. greatest common divisor) H [itoratura H
dwéch liczb a 1 b (NW D(a,b)), jest to najwigksza liczba nat- WDA] 332
uralna, ktora dzieli bez reszty obie liczby a i b. Przyktadowo, -
NWD(10,15) = 5, NWD(7,2) = 1. Dwoma interesujacymi wtlas- [SZP] - 4.5.3
nosciami najwiekszego wspolnego dzielnika, pozwalajacymi na jego [MD] - 4.6
efektywne wyliczanie sa: [%IE]_ 4112

NWD(a,b) =a,dlab=0
NWD(a,b) = NWD(a mod b,b), dla b# 0

Majac dane dwie liczby naturalne a oraz b, dla ktorych nalezy wyznaczyé¢ warto$é na-
jwiekszego wspodlnego dzielnika, wystarczy powtarzaé¢ proces zamiany ich wartosci, przyp-
isujac liczbie b wartos¢ a mod b, a liczbie a warto$é¢ liczby b, dopdki b # 0. Po zakonczeniu,
wartos¢ wspolnego najwiekszego dzielnika jest rowna liczbie a. Latwo mozna wykazac, ze
dwukrotne zastosowanie kroku zamiany powoduje co najmniej dwukrotne zmniejszenie sumy
liczb a i b, a co za tym idzie, liczba wszystkich wykonywanych krokéw jest logarytmiczna ze
wzgledu na sume a + b.

Opisany algorytm znany jest jako wyznaczanie najwigkszego wspolnego dzielnika metoda
Euklidesa. Realizuje go funkcja LL GCD(LL, LL), ktorej implementacja przedstawiona jest
na listingu 5.4.

Listing 5.4: Implementacja funkcji int GCD (int, int)

// Funkcja stuzaca do wyznaczania najwiekszego wspélnego dzielnika dwéch liczb
1LL GCD(LL a, LL b) {

2 while (b) swap(a %= b, b);

3 return a;

4}

Rozpatrujac rézne wazne wtasnosci najwiekszego wspoélnego dzielnika, nalezy wspomnieé¢ o
tym, ze dla kazdej pary dwodch liczb naturalnych a oraz b, istnieja liczby catkowite [ oraz k,
takie ze

NWD(a,b) =axl+bxk

Fakt istnienia (a dokladniej mozliwoséci obliczenia) tych dwdch liczb jest uzyteczny pod-
czas rozwiazywania wielu problemoéw, na przyktad wyznaczania odwrotnosci modularnej, co
stanowi temat kolejnego rozdziatu. Wyznaczenie liczb [ oraz k jest mozliwe poprzez mody-
fikacje algorytmu Euklidesa. Zalézmy, ze znamy wartosci liczb I’ oraz k', wystepujace w
réwnaniu postaci:

n = (bmod a) xl' +axk

Rozpatrujac réwnanie postaci:
n=axl+bxk

mozemy uzalezni¢ wartosci zmiennych [ i k od I’ i k. Poszukiwane podstawienie ma postaé:



Stosujac algorytm Euklidesa, dochodzimy pod koniec jego dziatania do rownania postaci:
a=Ilxa+kx*0

zatem warto$ciami zmiennych [ oraz k, spelniajacymi to réwnanie, sa [ = 1, k = 0. Cofajac
wszystkie zamiany wartosci zmiennych a oraz b wykonane przez algorytm KEuklidesa oraz
wykonujac za kazdym razem odpowiednie podstawienia zmiennych [ i k, otrzymamy w koncu
poszukiwane wspétczynniki poczatkowego réwnania:

NWD(a,b)=axl+bxk

Algorytm realizujacy t¢ metode zostal zaimplementowany jako funkcja int GCDW (int, int,
LL&, LL&), ktorej implementacja zostata przedstawiona na listingu 5.5. Funkcja ta przyjmu-
je jako parametry dwie liczby a i b, dla ktérych wyznaczany jest najwiekszy wspolny dzielnik
oraz referencje na dwie dodatkowe zmienne, ktérym przypisywane sa wyznaczane wartosci
wspotczynnikéw [ oraz k. Ztozonosé czasowa algorytmu nie ulegla zmianie w stosunku do ory-
ginalnej wersji algorytmu Euklidesa i wynosi O(log(a+b)). Funkcja int GCDW (int, int, LL&,
LL&) jest rekurencyjna (w odrdznieniu od int GCD(int, int)), a co za tym idzie, zuzycie
pamigci jest rowniez logarytmiczne.

Listing 5.5: Implementacja funkcji int GCDW (int, int, LL&, LL&)

// Funkcja wyznacza najwiekszy wspélny dzielnik dwéch liczb oraz wspéiczynniki
//11ik
01 int GCDW(int a, int b, LL & 1, LL & k) {

02 if (la) {

// gcd(0, b) =0 * 0+ 1 %D
03 1= 0;

04 k =1;

05 return b;

06 }

// Wyznacz rekurencyjnie warto$S¢ najwiekszego wspélnego dzielnika oraz
// wspéiczynniki 1 oraz k

07 int 4 = GCDW(b % a, a, k, 1);

// Zaktualizuj warto$ci wspéiczynnikéw oraz zwréé wynik

08 1 -=(b/ a) * k;

09 return d;

10 }

Listing 5.6: Przyklad dzialania funkcji int GCDW (int, int, LL&, LL&)

gcd(10, 15) = 5 = -1¥10 + 1¥15
ged(123, 291) = 3 = -26¥123 + 11%291

Listing 5.7: Kod Zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 5.6. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie w pliku gedw. cpp

// Funkcja Pokaz wypisuje wynik wyznaczony przez funkcje GCDW
// dla pary liczb a i b
01 void Pokaz(int a, int b) {
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Listing 5.7: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

02 LL 1,k;

03 int gcd=GCDW(a,b,1,k);

04 cout << "gcd(" << a << ", " << b << ") =" << GCDW(a,b,1,k);

05 cout << " =" <]l << M << a << "+ " <<k << "%" << b << endl;
06 }

07 int main() {

08  Pokaz(10,15);
09  Pokaz(123,291);
10 return O;

11}

Zadanie: Bilard

Pochodzenie: Rozwiazanie:
Potyczki Algorytmiczne 2005 bil.cpp

Bajtazar i przyjaciele w piatkowy wieczér udali sie do klubu na partyjke bilarda. Jak za-
zwyczaj, podczas tego typu spotkan, wywiazata sie sprzeczka miedzy Bajtazarem, a Bitolem.
Bajtazar zarzucit Bitolowi, Ze jego strategia gry jest bezsensowna, gdyz kula uderzana przez
niego nie ma najmniejszych szans wpas¢ do tuzy. Bitol natomiast twierdzil, ze gdyby uderzyt
kule dostatecznie mocno, to w koncu wpadtaby ona do jakiej$ tuzy. Pomoz rozstrzygnaé spor
miedzy kolegami.

Napisz program, ktory stwierdzi, czy faktycznie kula wpadtaby do tuzy, a jesli tak, to do
ktorej.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta wymiary stolu bilardowego, poczatkowa pozycje uderzanej kuli oraz wektor
wyznaczajacy ruch kuli po uderzeniu,

e wyznaczy huze, do ktérej wpadnie kula lub stwierdzi, ze kula nigdy nie wpadnie do
zadnej tuzy,

e wypisze wynik.

Wejscie
Pierwszy i jedyny wiersz zawiera sze$¢ liczb catkowitych s, sy, pe, py, ws, w, oddzielonych
pojedynczymi znakami odstepu, gdzie s;,s, — wymiary stotu bilardowego, 1 < 54,5, <

1000000, s, jest parzyste; p,,p, — wspélrzedne poczatkowego polozenia kuli, 0 < p, <
52,0 < py < 8y; Wy, wy — Wspolrzedne wektora wyznaczajacego ruch kuli, —1 000 < wg, w, <
1 000.

Stot bilardowy ma s, metréw dlugosci i s, metréw szerokosci. Luzy znajduja si¢ w ro-
gach stolu oraz na $rodkach bokéw o dlugosci s,. Przykladowo, stét o wymiarach (8,3) ma
tuzy w punktach (0,0), (4,0),(8,0),(0,3), (4,3), (8,3). Kule nie wypadaja poza obreb stolu,
poruszaja sie bez tarcia, a wszystkie odbicia od band podlegaja zasadzie, ze kat padania réw-
na sie katowi odbicia. Kula wpada do tuzy, gdy znajdzie si¢ doktadnie w punkcie, w ktorym
znajduje sie dana tuza.
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Wyjscie
Twdj program powinien wypisaé jeden wiersz zawierajacy nazwe tuzy, do ktérej wpadnie
kula, badz stowo NIFE, jesli to sie nigdy nie zdarzy. Nazwy kolejnych tuz sa nastepujace:

e GL — dla tuzy o wspélrzednych (0, s)

e GP — dla tuzy o wspohrzednych (s, sy)

GS — dla tuzy o wspéhrzednych (%, s,)
e DL — dla tuzy o wspdtrzednych (0,0)
e DP — dla tuzy o wspélrzednych (s;,0)

e DS — dla tuzy o wspétrzednych (%,0)

Przyktad
GL GS GP
. o A A
Dla nast@puj@cego wejsclar [ R N ‘7”"7; o
EXEEEE LN
Poprawnym rozwiazaniem jest:
DL DS DP
Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie Trudne H

acm.uva.es - zadanie 10104 | spoj.sphere.pl - zadanie 62 | acm.uva.es - zadanie 10294
acm.uva.es - zadanie 10179 | acm.uva.es - zadanie 10090 | acm.sgu.ru - zadanie 292

5.3. Odwrotnos¢ modularna

Zalozmy, ze mamy dane rOwnanie modularne z jedna niewiadoma P
o Y J a > | Literatura I

MD] - 3.6
a*xx =1 (mod m) [ ] I
Chcieliby$my znalez¢ liczbe x € {0,1...m — 1}, dla ktérej powyzsze réwnanie jest spelnione.
Problem ten znany jest jako wyznaczanie odwrotnosci modularne;j.

Nasuwajacym sie na samym poczatku pomystem jest sprawdzenie wszystkich m mozliwos-
ci. Takie rozwiazanie sprawdza si¢ jednak tylko w przypadku matych wartosci liczby m. Nalezy
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zatem zastanowi¢ sie nad szybszym rozwiazaniem. Kongruencje, ktora chcemy rozwiazaé¢ moz-
na przedstawi¢ w innej postaci poprzez wprowadzenie dodatkowej niewiadomej y, ktéra moze
przyjmowaé tylko wartosci catkowitoliczbowe:

axx+mxy=1

7 tej postaci od razu widac, ze jesli liczby a i m nie sa wzglednie pierwsze, to réwnanie nie
ma rozwiazania. Gdy jednak liczby te sa wzglednie pierwsze, to istnieje nieskonczenie wiele
rozwiazan. Zalézmy, ze zq i yo sa pewnym rozwiazaniem tego rownania. Wtedy z1 = xg+mx*k,
y1 = Yo —ax k, k € N réwniez sa rozwiazaniem tego réwnania, dokonujac podstawienia,
otrzymujemy bowiem:

axx1+mxy; = ax(xo+mxk)+m*(yo—axk) = axxo+ms*yo+axmxk—axmxk = axxo+mxyg = 1

Wyznaczenia wartosci xg oraz yp mozna dokonaé przy uzyciu rozszerzonego algorytmu Euk-
lidesa. Nie ma gwarancji, ze wyznaczona w ten sposob liczba xy bedzie nalezata do przedziatu
{0,1...m — 1} (a takiego wlasnie rozwigzania poszukujemy). Mozna to jednak poprawié,
wybierajac zamiast wyznaczonej wartosci xg, jej odpowiednik rézniacy sie o wielokrotnosé
liczby m, ktory, jak pokazaliSmy, rowniez jest rozwiazaniem naszego rownania.

Listing 5.8 przedstawia implementacje funkcji int RevMod (int, int) , realizujaca oméwiony
algorytm. Funkcja ta przyjmuje jako parametry dwie liczby — a oraz m, zwraca natomiast
warto$¢ zmiennej x lub —1, jesli nie istnieje odwrotnosé liczby a (modulo m).

Listing 5.8: Implementacja funkcji int RevlMod (int, int).

// Funkcja wyznacza odwrotno$¢ modularng liczby a (mod m)

1 int RevMod (int a, int m){

2 LL x, y;

3 if (GCDW(a, m, x, y) != 1) return -1;

// Dokonaj przesuniecia zmiennej x, tak aby znajdowata sie w przedziale [0..m-1]
4 x %= m;

5 if (x < 0) x += m;

6 return x;

7}

Listing 5.9: Przykladowe wyniki wyliczone przez funkcje int RevMod (int, int)

Rownanie: 3*x = 1 (mod 7)

X =9
Rownanie: 5*x = 1 (mod 11)
x =9

Rownanie: 11*x = 1 (mod 143)
Brak rozwiazan

Listing 5.10: Kod 7rédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 5.9. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku revmod. cpp

01 int main() {
02 int a, m;

// Dla wszystkich par liczb wyznacz rozwigzanie réwnania modularnego
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Listing 5.10: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

03  while (cin >> a >> m) {

04 cout << "Rownanie: " << a << "¥x =1 (mod " << m << ")" << endl;
05 int sol = RevMod(a, m);

06 if (sol == -1) cout << "Brak rozwiazan" << endl;

07 else cout << "x = " << sol << endl;

08 }

09 return 0;

10 }

5.4. Kongruencje

Dla danej liczby naturalnej n w prosty sposéb mozna wyz- H Literatura H
naczyc¢ jej reszty z dzielenia przez rézne liczby naturalne. Po wyko-
naniu serii takich operacji mozna zadaé¢ sobie pytanie, czy na pod- [MK] - 4.6, 4.7
stawie sekwencji reszt uzyskanych w procesie dzielenia mozna odt- [TLK] - L.3

worzy¢ warto$é liczby n. Pomocne moze sie tu okazaé chinskie

twierdzenie o resztach, zgodnie z ktorym jesli mamy dany zbiér liczb parami wzglednie pier-
wszych K = {ki, ka, ... kn}, to dla kazdej sekwencji reszt r1,ra, ..., 7y, z dzielenia przez liczby
ze zbioru K, istnieje dokladnie jedna liczba catkowita w przedziale [0..ky * kg * ... * ky, — 1]
dajaca takie reszty. Proces odtwarzania warto$ci n mozna wykonaé krokami, za kazdym razem
rozwiazujac prosty uktad kongruencji postaci:

{z

i uzyskujac na skutek jego rozwiazania nowa kongruencje¢ postaci
x =c (mod r).

Wyjéciowy problem sprowadza sie zatem do rozwiazywania uktadu dwéch kongruencji.
Zgodnie z chinskim twierdzeniem o resztach, rozpatrywana sekwencja dzielnikéw jest parami
wzglednie pierwsza. Jednak nie jest to warunek wymagany istnienia rozwiazania. Okazu-
je sie, ze rozwiazanie ukladu dwdch kongruencji istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy a =
b (mod NW D(p,q)) i mozna wyrazi¢ je wzorem

a (mod p)
b (mod q)

r=ax*B*q+bx*xaxp (mod M/V#q(p,q))
gdzie o i 8 to liczby calkowite spelniajace réwnanie a xp+ 3% g = NWD(p,q).

Funkcja bool congr(int, int, int, int, int&, int&) przedstawiona na listingu 5.11
przyjmuje jako parametry liczby a, b, p i ¢ (w takiej wlasnie kolejnosci), a zwraca warto$¢ log-
iczna, oznaczajaca istnienie rozwiazania ukltadu kongruencji. W przypadku istnienia rozwigza-
nia, wartosci dwoch ostatnich parametréow funkcji zostaja ustawione na odpowiednio liczby ¢
oraz r spelniajace kongruencje postaci x = ¢ (mod 7).

Listing 5.11: Implementacja funkcji bool congr (int, int, int, int, int&, int&)

// Funkcja wyznacza rozwigzanie ukt*adu dwéch kongruencji
01 bool congr(int a, int b, int p, int q, int &c, int &r) {
02 LL x, v;
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Listing 5.11: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

03 r = GCDW(p, q, X, ¥);

// Jesli liczba a nie przystaje do b (mod nwd(p,q)), to nie ma
// rozwigzania

04 if ((a = b) % r) return 0;

// Wyznacz warto$ci ¢ oraz r zgodnie ze wzorami
05 x = LL(a) + LL(p) * LL(b - a) / r * x;

06 r = LL(p) * LL(q) / r;

07 c=xY%r7;

08 if (c < 0) c +=r;

09 return 1;

10 }

Listing 5.12: Przyktad dzialanie funkcji bool congr (int, int, int, int, int&, int&)

5 (mod 7), 9 (mod 11), rozwiazanie: 75 (mod 77)
2 (mod 4), 4 (mod 8), rozwiazanie: Brak rozwiazan

Listing 5.13: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 5.12. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku congr. cpp

01 int main() {

02 int a, b, p, q, ¢, v;

// Dla wszystkich zestawéw danych, wyznacz rozwigzania ukladu kongruencji
03  while(cin >> a >> p >> b >> q) {

04 cout << a << " (mod " << p << "), " << b <<
05 " (mod " << q << "), rozwiazanie: ";

06 if (congr(a, b, p, q, ¢, v))

07 cout << ¢ << " (mod " << v << ")" << endl;
08 else cout << "Brak rozwiazan" << endl;

09 }

10 return O;

11}

Zadanie: Wyliczanka

Pochodzenie: Rozwiazanie:
IX Olimpiada Informatyczna enum. cpp

Dzieci ustawity sie¢ w kétko i bawia sie w wyliczanke. Dzieci sa ponumerowane od 1 do n w
ten sposéb, ze (dlai =1,2,...,n—1) na lewo od dziecka nr i stoi dziecko nr i+ 1, a na lewo od
dziecka nr n stoi dziecko nr 1. Dziecko, ,na ktoére wypadnie” w wyliczance, wypada z kotka.
Wyliczanka jest powtarzana, az nikt nie zostanie w kétku. Zasady wyliczanki sa nastepujace:

e pierwsza wyliczanke zaczyna dziecko nr 1. Kazda kolejna wyliczanke rozpoczyna dziecko
stojace na lewo od dziecka, ktére ostatnio wypadto z kétka;

e wyliczanka za kazdym razem sklada sie z k sylab. Dziecko, ktére zaczyna wyliczanke,
moéwi pierwsza jej sylabe; dziecko stojace na lewo od niego moéowi druga sylabe, kolejne
dziecko trzecia itd. Dziecko, ktore mowi ostatnia sylabe wyliczanki, odpada z kotka.
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Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejscia opis kolejnosci, w jakiej dzieci wypadaty z kotka,

e wyznaczy najmniejsza dodatnia liczbe k, dla ktérej dzieci bawiac sie w k-sylabowa
wyliczanke beda wypadaé z koétka w zadanej kolejnosci lub stwierdzi, ze takie k nie
istnieje,

e wypisze wynik na standardowe wyjscie wyznaczona liczbe k lub stowo NIE w przypad-
ku, gdy takie k nie istnicje.

Wejscie
W pierwszym wierszu znajduje si¢ jedna dodatnia liczba catkowita n, 2 < n < 20. W drugim
wierszu znajduje sie n liczb calkowitych pooddzielanych pojedynczymi odstepami — i-ta

liczba okresla, jako ktére z kolei dziecko nr ¢ wypadto z kotka.

Wyjscie

Twoj program powinien wypisaé w pierwszym i jedynym wierszu jedna liczbe catkowita:
najmniejsza liczbe k sylab, jakie moze mieé¢ wyliczanka lub jedno stowo NIFE, jesli taka
liczba nie istnieje.

Przyktad

Dla nastepujgcego wejscia: Poprawnym rozwiazaniem jest:

I

N
N
w

FNy
o =
AN
o N

5.5. Szybkie potegowanie modularne

W prezentowanym rozdziale zajmiemy si¢ problemem pote-
gowania modularnego, czyli dla danych liczb a, b oraz g, wyliczania
wartosci wyrazenia:

H Literatura H
| [WDAJ - 33.6 |

a® (mod ¢q)
Jezeli rozpatrywaé zagadnienie polegajace na liczeniu wartosci a’, mozemy mieé¢ dwa rézne

przypadki — albo wyznaczany wynik miesci si¢ w standardowym typie zmiennych, albo nie.
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W tym pierwszym przypadku, jezeli zastosujemy prosta metode potegowania polegajaca na
b-krotnym pomnozeniu przez siebie liczby a, to liczba wykonywanych mnozen bedzie ogranic-
zona przez liczbe bitéw wykorzystywanych do reprezentacji wykorzystywanych zmiennych.
Poniewaz jest to stala wartosé¢ (zazwyczaj 32 lub 64), wiec algorytm uzyskany w ten sposéb
dziala w czasie stalym (dla a > 1, b nie moze by¢ wieksze niz 32 / 64). Inna sytuacja zachodzi,
gdy wyznaczany wynik nie miedci si¢ w arytmetyce. Wtedy pojawiaja si¢ dodatkowe proble-
my, zwiazane z implementacja wlasnej arytmetyki (przyklad takiej arytmetyki przedstawiony
jest w rozdziale ,Arytmetyka wielkich liczb”). Podczas zawodéw, w przypadku pojawiajacej
sie potrzeby implementacji wtasnej arytmetyki, nie ma czasu na tworzenie bardzo efekty-
wnych operacji. Chociaz istnieje algorytm pozwalajacy na mnozenie dwéch liczb w czasie
O(n *log(n) xlog(log(n))), to zazwyczaj implementowany algorytm ma zlozonos¢ O(n x m),
gdzie n i m to liczby cyfr wystepujacych w mnozonych liczbach. W takich sytuacjach, kazda
operacja mnozenia jest bardzo kosztowna i dowolne ,j0szczednosci” w liczbie wykonywanych
mnozen podczas potegowania daja duze réznice. Zmiana sposobu wykonywania potegowania
jest w stanie znacznie zredukowaé¢ ztozonosé czasowa algorytmu.

Podobna sytuacja zachodzi w przypadku wykonywania potgegowania modularnego — w
takiej sytuacji mamy gwarancje, ze wynik jest mniejszy od wartosci liczby ¢ (czyli miesci sie
w arytmetyce komputera), nie majac jednoczesénie zadnych ograniczen dotyczacych wartosci
liczb a oraz b (jak bylo w pierwszym rozpatrywanym przez nas przypadku). W takiej sytu-
acji, dobrym pomystem jest wykorzystanie algorytmu szybkiego potegowania modularnego.
Jego zasada dziatania polega na analizie reprezentacp binarnej liczby b oraz odpowiedniego
mnozenia liczby a przez kolejne potegi a?

b (bmbmfl---bo)g — abm*Qm“l‘bmfl*2m_1+...+b0*20 — abm*Qm * bm,1*2m_1 b0*20

a = a a ¥...xQa

Algorytm szybkiego potegowania modularnego wylicza wartoéci kolejnych poteg a®” oraz
w przypadku, gdy b, jest réwne 1, mnozy wynik przez a®" . Implementacja tego algorytmu
zostala zrealizowana w funkcji int ExpMod (int, int, int), ktorej kod Zrédlowy przedstawiony
jest na listingu 5.14. Zlozono$¢ calego algorytmu to O(log(b)).

Listing 5.14: Implementacja funkcji int ExpMod (int, int, int)

// Funkcja realizujaca szybkie potegowanie modularne
1 int ExpMod(int a, int b, int q) {

2 LL p =1;

3 while (b > 0) {

4 if (b & 1) p= (LL(a) * p) % q;

5 = (LL(a) * LL(a)) % q;

6 b /= 2;

T

8 return p;

9}

Listing 5.15: Przyklad dzialania funkcji int ExpMod (int, int, int)

2 do potegi 100 (mod 10) 6
3 do potegi 17 (mod 123) = 3

147



Listing 5.16: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 5.15. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku expmod. cpp

1 int main() {

2 int a, b, q;

// Dla wszystkich danych wejSciowych, wyznacz warto§¢ liczby aAb (mod q)
3 while(cin >> a >> b >> q) cout << a << " do potegi " << b <<

4 " (mod " << g << ") =" << ExpMod(a,b,q) << endl;
5 return 0;
6}
Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie ‘ Trudne H

H acm.sgu.ru - zadanie 117 ‘ acm.uva.es - zadanie 10006 ‘ acm.uva.es - zadanie 10710 H

5.6. Sito Eratostenesa

Zalézmy, ze mamy do czynienia z zadaniem, ktorego rozwiazanie wymaga sprawdzania dla
réznych liczb k z przedziatu [1..n], czy k jest liczba pierwsza. W takiej sytuacji widaé, ze nawet
jezeli pytania o te sama liczbe nie beda sie powtarzaé¢, to i tak moze okazaé sie oplacalne
na poczatku dzialania programu sprawdzenie, ktore liczby z tego zakresu sa pierwsze a ktore
nie, a nastepnie zapamietanie tych wynikéw w celu pdzniejszego uzycia (o ile tylko n jest
na tyle male, Zze jestedmy w stanie pomiesci¢ wszystkie wyniki w pamieci). Doskonala do
tego celu jest metoda sita Eratostenesa, ktorej zasada dziatania jest bardzo prosta: buduje
sie tablice liczb od 2 do n, a nastepnie wykresla sie¢ z niej kolejne wielokrotnosci jeszcze nie
wykreslonych liczb, zaczynajac od liczby 2. W ten sposéb dla liczby 2 zostana wykreslone
liczby 4,6,8, ..., dla liczby 3 — 6,9,12,.. ., dla liczby 5 — 10, 15, 20, . . .. Po zakonczeniu tego
procesu, jedynymi niewykreslonymi elementami beda liczby pierwsze (co wynika bezposrednio
z ich definicji — liczba pierwsza nie ma dzielnikéw réznych od 1 i jej samej).

Funkcja realizujaca ten algorytm to bit_vector Sieve(int), ktérej kod zZrédtowy zostatl
przedstawiony na listingu 5.17. Funkcja ta jako parametr przyjmuje wielkosé zakresu, nato-
miast zwraca jako wynik wektor binarny, w ktérym na k-tej pozycji znajduje sie¢ warto$é 1,
jesli liczba k jest pierwsza, a 0 wpp. Zlozono$é czasowa algorytmu to O(n x log(log(n))), co
zawdzieczane jest temu, ze wykreélanie wielokrotnosci liczby pierwszej p nastepuje dopiero od
jej kwadratu (p?). Wszystkie mniejsze wielokrotnoéci liczby p zostaly bowiem juz wezeéniej
wykreélone podczas przetwarzania mniejszych liczb pierwszych.

Listing 5.17: Implementacja funkcji bit_vector Sieve(int)

// Funkcja realizuje algorytm sita Eratostenesa

1 bit_vector Sieve(int s) {

2 bit_vector V(s+1,1);

3 v[o] =V[1] = 0;

// Dla kolejnej liczby, je$Sli nie zostala ona wykreslona, to wykresl wszystkie jej
wielokrotnosci

4  FOR(x, 2, s) if(V[x] && LL(s) >= LL(x) * LL(x))

5 for(int y = x * x; y <=s; y +=x) V[y]l = 0;
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Listing 5.17: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

6 return V;

[

Listing 5.18: Przyklad dzialania funkcji bit_vector Sieve (int)

nie jest liczba pierwsza
nie jest liczba pierwsza
jest liczba pierwsza
jest liczba pierwsza
nie jest liczba pierwsza
jest liczba pierwsza
6 nie jest liczba pierwsza
7 jest liczba pierwsza

T W N~ O

Listing 5.19: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 5.18. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie¢ w pliku sieve.cpp

1 int main() {

2 int n;

// Wczytaj wielkos¢ zakresu

3 cin >> n;

4 bit_vector V = Sieve(n);

// Dla kazdej liczby z zakresu wypisz, czy jest ona liczba pierwsza
5 REP(x, n) cout << x << (V[x] ? " jest liczba pierwsza"

6 : " nie jest liczba pierwsza") << endl;

7 return O;

8 }

5.7. Lista liczb pierwszych

Innym sposobem przedstawienia problemu z poprzedniego rozdziatu, moze byé cheé wyz-
naczenia wszystkich liczb pierwszych w danym przedziale [1...n — 1]. Podejscie takie moze
okaza¢ sie przydatne w zadaniach wymagajacych wyznaczania k-tej liczby pierwszej. Sposéb
wyznaczania wszystkich liczb pierwszych mniejszych od zadanej wartosci, mozna zrealizowaé
sprawdzajac dla kolejnych liczb naturalnych, czy sa one pierwsze. Aby tego dokonaé, nalezy
upewnic sig, ze liczba nie ma zadnych dzielnikéw réznych od 1 oraz jej samej. Istotne z punktu
widzenia ztozonosci czasowej algorytmu sa dwie obserwacje:

e jesli liczba m posiada jakikolwiek dzielnik rézny od 11 m, to posiada rowniez dzielnik
mniejszy badz réwny \/m (dla kazdego dzielnika k liczby m, 7 jest tez dzielnikiem m)
— dzieki temu wystarczy szukaé¢ dzielnikéw liczby m w przedziale [2...+/m)].

e jesli liczba m posiada dzielnik k£ niebedacy liczba pierwsza, to posiada réwniez dzielnik
k' < k, bedacy liczba pierwsza.

Dzigki tym dwdém spostrzezeniom, wystarczy poszukiwaé dzielnikéw liczby m wsrdd liczb
pierwszych mniejszych badz réwnych /m.
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Funkcja VI PrimeList(int) przedstawiona na listingu 5.20 realizuje opisany powyzej
algorytm, przyjmujac jako parametr liczbe n, natomiast zwracajac jako wynik wektor liczb
pierwszych mniejszych od n.

Listing 5.20: Implementacja funkcji VI PrimeList (int)

// Funkcja wyznacza liste liczb pierwszych mniejszych od n

01 VI PrimeList(int n) {

// Stwérz liste liczb pierwszych zawierajacg liczbe 2

02 VI w(l, 2);

03 int s =0, i = 2;

// Dla kolejnej liczby sprawdZ, czy jest pierwsza i jesli tak, to dodaj ja do

// listy

04 FOR(1l, 3, n - 1) {

05 i=0;

06 while (w[s] * wls] <= 1) s++;

07 while (i < s && 1 % wl[i]) i++;

// Nie znaleziono dzielnika liczby 1 - jest ona pierwsza
08 if (i == s) w.PB(1);

09 }

10 return w;

11}

Opisana metoda wyznaczania listy liczb pierwszych nie jest jedyna mozliwa. Innym sposobem
jest np. wykorzystanie wyniku wyznaczonego przez algorytm sita Eratostenesa. Na jego pod-
stawie w prosty sposéb mozna wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze mniejsze od zadanego
ograniczenia. Metoda taka w praktyce okazuje sie okoto 5-krotnie szybsza od algorytmu re-
alizowanego przez funkcje VI PrimeList(int), ze wzgledu na wykonywana przez nia sto-
sunkowo wolna operacje arytmetyczna liczenia reszty z dzielenia.

Przedstawiona na listingu 5.21 funkcja VI PrimeListS(int) wyznacza liczby pierwsze w
oparciu o algorytm sita. Jest ona szybsza od VI PrimeList(int), jednak zuzywa réwniez
wiecej pamieci. Jedli wyznaczanie liczb pierwszych wykonywane jest w zakresie nie wiekszym
niz [1...2000000000] oraz mamy wystarczajaco duzo pamieci, to nowo opisana metoda dzi-
ala istotnie lepiej od poprzedniego rozwiazania.

Listing 5.21: Implementacja funkcji VI PrimeListS (int)

// Funkcja wyznacza liste liczb pierwszych mniejszych od n, wykorzystujac do
// tego celu sito Eratostenesa

1 VI PrimeListS(int s) {

2 bit_vector 1 = Sieve(++s);

3 VI V;

4 REP(x, s) if (1[x]) V.PB(x);

5 return V;

6}

Listing 5.22: Przyklad dziatania funkcji VI PrimeListS(int)

Lista liczb pierwszych mniejszych od 100:
2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67,
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Listing 5.22: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

| 71, 73, 79, 83, 89, 97

Listing 5.23: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 5.22. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie w pliku primelist.cpp

01 int main() {

02 int n;

// Wczytaj analizowany zakres

03 cin >> n;

// Wyznacz liste liczb pierwszych oraz wypisz wynik
04 VI 1 = PrimeListS(n);

05 int count = 0;

06 cout << "Lista liczb pierwszych mniejszych od " << n << ":" << endl;
07  FOREACH(it, 1) {

08 if (count++) cout << ", ";

09 if (! (count % 20)) cout << endl;

10 cout << *it;

11 }

12 return O;

13 }

5.8. Test pierwszosci

RozwazaliSmy juz problem wyznaczania wszystkich liczb pier- H Titeratura H
wszych mniejszych od pewnej liczby n. W tym podrozdziale postaw-
imy sobie inny problem — dla danej liczby n nalezy sprawdzié, [WDA] - 33.8
czy jest ona pierwsza. Teoretycznie, do rozwiazania tego proble- [RII] - 11
mu mozna zastosowaé jeden z algorytméw z poprzednich dwéch [TLK] - V

rozdziatéw, jednak podejécie takie zaaplikowane wprost bytoby

wyjatkowo nieefektywne. Istnieje jednak mozliwos¢ zaadoptowania poprzedniego pomystu.
Korzystajac z wtasnoSci dzielnikow liczb, ktére wykorzystaliSmy do konstrukeji algorytmu
realizowanego przez funkcje VI PrimeList(int), mozna dla danej liczby n sprawdzi¢, czy
nie ma ona zadnych dzielnikéw mniejszych badz réwnych /n. Nalezy na wstepie zauwazy¢
jednak, ze taki algorytm ma ztozonosé O(y/n), co jest funkcja wykladnicza w stosunku do licz-
by cyfr wystepujacych w zapisie liczby n. Algorytm ten zostal zrealizowany w funkcji bool
IsPrime(int), ktérej kod zrédlowy zostal przedstawiony na listingu 5.24. Jako parametr,
funkcja przyjmuje liczbe n, a zwraca prawde, jesli n jest liczba pierwsza, a falsz wpp.

Listing 5.24: Implementacja funkcji bool IsPrime (int)

// Funkcja sprawdza, czy liczba n jest pierwsza
1 bool IsPrime(int n) {

2 if (x < 2) return 0;

3 for(int x = 2; x * x <= n; x++)

4 if (!'(n % x)) return 0;
5 return 1;
6}
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Jak juz zauwazyliSmy wczesniej, algorytm realizowany przez funkcje bool IsPrime (int) ma
ztozonos¢é wykladniczg. Przez dlugi czas nie byl znany zaden deterministyczny algorytm
wielomianowy, pozwalajacy na stwierdzenie czy dana liczba jest pierwsza. Wprawdzie ist-
nialy rézne randomizacyjne algorytmy, ktére w praktyce dzialaly bardzo dobrze (takie jak
test Millera-Rabina), jednak z teoretycznego punktu widzenia bardzo waznym byto pokazanie
istnienia algorytmu deterministycznego. Dopiero w 2002 roku trzech naukowcéw — Manin-
dra Agrawal, Neeraj Kayal oraz Nitin Saxena przedstawili algorytm wielomianowy o nazwie
AKS (jak mozna sie domysleé, nazwa pochodzi od nazwisk jego autoréw). Ogromna ztozonos$é
czasowa tego algorytmu — O(log'?(n)) oraz bardzo skomplikowana implementacja powoduja
jego mata przydatno$é praktyczna. O algorytmie tym mozna przeczyta¢ w oryginalnej pracy
jego autoréw — , Primes is in P” [AKS].

Wielomianowa metoda sprawdzania pierwszosci liczb, ktéra przedstawimy, jest test Millera-
Rabina. Zasada dzialania tego algorytmu bazuje na malym twierdzeniu Fermata, ktére mowi,
ze jezeli p jest liczba pierwsza, to

a? = a (mod p)

Dobierajac za liczbe a = 2, mozna wykazaé, ze liczba 875 jest ztozona:
287° (mod 875) = 193 (mod 875) # 2 (mod 875)
Wybierajac do testu liczbe 17 otrzymujemy:
217 (mod 17) = 2 (mod 17)

zatem mamy prawo podejrzewac, ze 17 jest liczba pierwsza, co jest w istocie prawda. Jednak
sprawdzajac w ten sposéb liczbe 341, otrzymujemy:

2341 (mod 341) = 2 (mod 341)

pomimo tego, ze 341 jest ztozona — 341 = 11 % 31. Dobierajac jednak inna wartosé¢ liczby
a = 3, otrzymamy:
334 (mod 341) = 168 (mod 341)

co jest Swiadectwem tego, ze liczba 341 jest zlozona. Mozna wykazaé, ze prawdopodobienstwo
uzyskania takiej sytuacji, jaka miata miejsce w przypadku pary liczb n = 341, a = 2 nie
przekracza i, zatem wykonujac k testow z réoznymi wartosciami liczby a, prawdopodobienstwo
otrzymania za kazdym razem zlej odpowiedzi wynosi 4%.

Niestety istnieja liczby zlozone n, dla ktérych wlasnosé a” = a (mod n) zachodzi dla
kazdego a. Liczby takie nazywane sa liczbami Carmichaela. Najmniejsza z nich jest 561.
Algorytm do testowania pierwszo$ci liczb bazujacy na malym twierdzeniu Fermata, zawsze
bedzie dawal zta odpowiedz dla tych liczb. Na szczescie istnieje mozliwoS¢ poprawienia tego
algorytmu poprzez dodanie dodatkowego testu, zwanego testem Millera. Podstawa tego testu
jest wlasnos¢ liczb pierwszych postaci:

2* =1 (mod p) = = = +1 (mod p)

gdzie p jest liczba pierwsza. Przy uzyciu tej wlasnosci mozna wykazaé, ze liczba 561 jest
ztozona. Mianowicie:

5900 = (5%89)2 = 1 (mod 561) oraz 5**° = 67 (mod 561)
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Algorytm Millera-Rabina przeprowadza serie testow bazujacych na malym twierdzeniu
Fermata, wykonujac jednoczes$nie testy Millera dla kolejnych poteg liczby a wyznaczanych
podczas szybkiego potegowania. Implementacja tego algorytmu zostala przedstawiona na
listingu 5.25 jako funkcja bool IsPrime(int). Funkcja ta wykonuje testy dla liczb a €
{2,3,5, 7}, co gwarantuje jej prawidlowe dzialanie dla wszystkich liczb nalezacych do przedzi-
atu [1...2000000000] (fakt ten zostal zweryfikowany empirycznie).

Listing 5.25: Implementacja funkcji bool IsPrime (int)

// Funkcja przeprowadza test Millera-Rabina dla liczby x przy podstawie n
01 bool MaR(LL x, LL n) {

02 if (x >= n) return 0;

03 LLd =1, y;

04 intt=0,1=n-1;

05  while (1 (1 & 1)) {

06 ++t;

07 1 >>=1;

08 }

09 for (; 1 >0 || t——; 1 >>=1) {

10 if 1 & 1) d=(*x)%n;

11 if (11) {

12 x = d;

13 1 =-1;

14 }

15 y = (x * x) % n;

// Jesli test Millera wykryt, Zze liczba nie jest pierwsza, to zwrdéé prawde
16 if (y ==1&& x =1 && x '=n - 1) return 1;
17 X =Y;

18}

// Jesli nie jest spelnione zatozenie twierdzenia Fermata, to liczba jest

// ztozona

19 return x !'= 1;

20 }

// Funkcja sprawdza, czy dana liczba x jest pierwsza. W tym celu wykonuje test
// Millera-Rabina przy podstawie 2, 3, 5, 7

21 bool IsPrime(int x) {

22 return !(x < 2 || MaR(2, x) || MaR(3, x) || MaR(5, x) || MaR(7, x));

23 }

Listing 5.26: Wyznaczanie liczb pierwszych na przedziale [2 000 000 000 . ..2 000 000 100] przy uzy-
ciu funkcji bool IsPrime (int)

2000000011 2000000033 2000000063 2000000087 2000000089
2000000099

Listing 5.27: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 5.26. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie w pliku isprime.cpp

1 int main() {
2 int b, e, count = 0;
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Listing 5.27: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// VWczytaj przedziatl testowanych liczb

3 cin >> b >> e;

// Dla kazdej liczby z przedziatu sprawdZ, czy jest pierwsza

4  while (b < e) {
5 if (IsPrime(b)) cout << b << (!(++count % 5) 7 "\n" : "\t");
6 b++;
T}
8 return O;
9}
Cwiczenia
H Proste Srednie Trudne H

acm.sgu.ru - zadanie 113
acm.uva.es - zadanie 382
acm.uva.es - zadanie 160
acm.uva.es - zadanie 406

acm.sgu.ru - zadanie 116

acm.uva.es - zadanie 294

acm.sgu.ru - zadanie 231
acm.uva.es - zadanie 10168

acm.uva.es - zadanie 10139
acm.sgu.ru - zadanie 200
spoj.sphere.pl - zadanie 2

spoj.sphere.pl - zadanie 134

acm.uva.es - zadanie 583
acm.uva.es - zadanie 10235

acm.uva.es - zadanie 543
acm.uva.es - zadanie 136

spoj.sphere.pl - zadanie 288

5.9. Arytmetyka wielkich liczb

Zdarzaja sie zadania, w ktérych zakres standardowych typdéw H
zmiennych jest niewystarczajacy. W takich przypadkach pojaw-
ia si¢ koniecznosé implementowania wlasnej arytmetyki wielkich
liczb. W zaleznosci od rozwiazywanego zadania, implementacja
ta powinna umozliwia¢ wykonywanie pewnych operacji arytmetycznych. Wielkie liczby za-
zwyczaj przechowuje sie w postaci tablicy cyfr. Ze wzgledéw wydajnosciowych, nie reprezen-
tuje sie ich przy podstawie 10, lecz istotnie wiekszej, co ma na celu zmniejszenie liczby cyfr,
a tym samym zwiekszenie wydajnosci wykonywanych operacji.

Literatura H
| [SZP] - 4.4, 451 |

Przedstawiona w tym rozdziale implementacja wielkich liczb — zrealizowana jako struk-
tura BigNum z listingu 5.28 — ma dos¢ dluga implementacje, co wynika z duzej liczby
wspomaganych operacji. Implementacja zostata zrealizowana w taki sposéb, aby umozli-
wi¢ zminimalizowanie ilosci kodu, ktéry trzeba przepisa¢, aby zapewni¢ sobie wymagana
funkcjonalnosé struktury. Implementacja zostala podzielona na sekcje: czes¢ podstawowa,
ktéra jest zawsze wymagana; operatory poréwnawcze pozwalajace na dokonywanie porowny-
wania wartosci liczb; operacje na parach (wielka liczba, zmienna typu int); operatory dzi-
alajace na parach (wielka liczba, wielka liczba) oraz operatory pozwalajace na wezytywanie
i wypisywanie warto$ci wielkich liczb. Implementacja niektérych operatoréw wykorzystuje
inne — w takich przypadkach komentarze znajdujace sie przed implementacja operatora infor-
muja, jakie inne operatory nalezy réwniez zaimplementowac¢. Najlepszym sposobem przeanal-
izowania sposobu dziatania arytmetyki BigNum jest przesledzenie jej kodu Zrédlowego oraz
komentarzy. Ponizej znajduje sie lista wspomaganych operacji, wraz z ich krétkim opisem.
Zakladamy, ze w przypadku opisu operatoréw, liczby cyfr liczb, na ktorych wykonywane sa
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operacje, to odpowiednio n i m. Przez p bedzie oznaczana natomiast podstawa, przy ktorej
wykonywane sa operacje na wielkich liczbach. Zaimplementowane operatory to:

e Bignum(int a, int b) — konstruktor tworzacy nowa wielka liczbe¢ réwna a, majaca
zaalokowang pamieé na b cyfr. W przypadku, gdy na skutek wykonywanych operacji,
liczba cyfr przekroczy przeznaczona na nie pamieé, nastapi automatyczne zaalokowanie
nowej pamieci. Jedli z gory wiemy, ze wynik ktory obliczamy bedzie miat przyktadowo
500 cyfr, to ze wzgledéw efektywnosciowych nalezy poinformowaé o tym konstruktor;

e BigNum(const BigNum&) — konstruktor tworzacy nowsa liczbe rowna innej, istniejacej
juz wielkiej liczbie;

e res(int) — funkcja stuzy do alokowania nowej pamieci dla cyfr (o ile zachodzi taka
potrzeba);

e przen(int) — implementacja typu BigNum wykorzystuje do przechowywania cyfr zmi-
ennych typu long long oraz podstawy 1000 000 000. Dzieki temu, podczas wykonywa-
nia operacji dodawania czy mnozenia dwdch liczb, nie nastepuja przepelnienia wartosci
zmiennych i operatory nie musza ,zajmowac sie” przenoszeniem nadmiaru do starszych
cyfr. Procesem tym, po zakonczeniu wykonywania operacji arytmetycznej, zajmuje si¢
funkcja przen(int), ktérej parametrem jest liczba cyfr (liczac od najmniej znaczacej),
dla ktorych nalezy wykonaé przeniesienie. Takie podejscie zmniejsza nieco efektywnoscé,
ale w istotny sposob upraszcza implementacje;

e operatory poréwnawcze dwoch liczb typu Bighum: ==, <, >, <=, >=, I=—ich znaczenie
jest standardowe, a zlozonosé czasowa to O(min(n, m));

e BigNum& operator=(int) — przypisanie wartosci zmiennej typu int do wielkiej liczby.
Ztozonosé to O(n) (liczba cyfr wielkiej liczby, ktérej warto$é jest zmieniana);

e operatory void operator+=(int) oraz void operator-=(int) — ich pesymistyczna
ztozonosé zalezy od wykonywanych przenoszen, koszt zamortyzowany wykonania sek-
wencji inkrementacji badz dekrementacji (przy wykonywaniu operacji tylko jednego
typu) to O(1);

e operatory void operator*=(int), int operator/=(int) oraz int operator % (int)
— ich zlozonosé to O(n). Operator int operator/=(int) dziala do$¢ nietypowo; dzieli
wartos¢ wielkiej liczby przez zadany parametr oraz zwraca reszte z dzielenia;

e BigNum& operator +=(const BigNum& ), Bighum operator +(const BigNum&),
BigNum& operator -=(const BigNum&) oraz BigNum operator -(const BigNum&)
— ich zamortyzowana zlozono$é to O(m);

e BigNum& operator *=(const BigNum&), BigNum operator *(const BigNum &) —
ich ztozono$é to O(n * m);

e BigNum& operator /=(const BigNum& ), BigNum operator /(const BigNum&),
BigNum& operator ’=(const BigNum&) oraz BigNum operator 7, (const BigNum&)
— ich zlozonosé¢ to O(n * m * log(p));

e BigNum& operator =(const BigNum&) — zlozonosé¢ tego operatora to O(n + m);
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e BigNum& operator =(string) — operator ten przypisuje zmiennej BigNum wartos$cé
liczby reprezentowanej przez zadany tekst. Jego ztozonosé jest liniowa ze wzgledu na
dtugosé tekstu;

e void write() oraz void write (char*) — wypisywanie wartosci liczby na standardowe
wyjscie / do bufora. Ztozonosé to O(n);

e BigNum& operator<<=(int), BigNum operator<< (int),
BigNum& operator>>=(int) oraz BigNum operator>> (int) — dokonuja przesunie-
cia cyfr liczby o zadana liczbe pozycji;

e BigNum sqrt() — wyznacza pierwiastek catkowity z wielkiej liczby. Jego ztozonos¢ to
O(n? % log(p)).

Listing 5.28: Implementacja struktury BigNum

// Implementacja struktury BigNum, realizujgcej arytmetyke wielkich liczb
001 struct BigNum {

// Makro stuzace do eliminowania wiodacych zer

002 #define REDUCE() while(len>1 && !cyf[len-1]) len——;

// Podstawa, przy ktérej wykonywane sg obliczenia oraz liczba zer w podstawie
003 static const int BASE = 1000000000, BD = 9;

// Zmienna len reprezentuje aktualng diugos¢ liczby (liczbe cyfr), a al
// wielko$¢é zaalokowanej pamieci do przechowywania cyfr liczby

004 int len, al;

// Wskaznik do tablicy cyfr liczby

005 LL *cyf;

// Konstruktor liczby o wartosci v i zaalokowanej pamiegci dla 1 cyfr

006 BigNum(int v = 0, int 1 = 2) : len(1), al(1l), cyf(nmew LL[1]) {

007 REP(x, al) cyfl[x] = 0;
008 if ((cyf[0] = v) >= BASE) przen(1);
009 1}

// Konstruktor, przypisujacy wartos¢ innej liczby typu BigNum

010  BigNum(const BigNum & a) : len(a.len), al(len), cyf(new LL[all) {
011 REP(x, al) cyf[x] = a.cyfl[x];

012 }

// Destruktor

013  ~BigNum() {

014 delete cyf;

015 }

// Funkcja przyjmuje jako parametr zapotrzebowanie na liczbe cyfr i jesli
// zapotrzebowanie jest wieksze od aktualnego rozmiaru tablicy cyfr, to dokonuje
// realokacji

016  void Res(int 1) {

017 if (1 > al) {

018 LL *n = new LL[1 = max(1, 2 * al)];
019 REP(x, 1) n[x] = x >=al 7 0 : cyfl[x];
020 delete cyf;

021 cyf = n;

022 al = 1;

023 }
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Listing 5.28: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

024 }

// Funkcja dokonuje przenoszenia do starszych cyfr nadmiaru powstatego na skutek
// wykonywania operacji. Jest to jedyne miejsce w calej strukturze, gdzie

// wykonuje sie ta operacje. Parametr okresla liczbe cyfry, do ktérej nalezy

// wykonaé przenoszenie nadmiaru

025  void przen(int p) {

026 int x = 0;

027 for (; x < p |l cyflx] < 0 || cyflx] >= BASE; x++) {
028 Res(x + 2);

// W razie potrzeby wykonaj zapozyczenie od starszej cyfry...
029 if (cyflx] < 0) {

030 LL i = (-cyf[x] - 1) / BASE + 1;

031 cyf[x] += i * BASE;

032 cyflx + 1] -= i;

033 } else

// lub wykonaj przeniesienie powstalego nadmiaru

034 if (cyfl[x] >= BASE) {

035 LL i = cyfl[x] / BASE;

036 cyf[x] -= i * BASE;

037 cyflx + 1] += 1i;

038 }

039 }

040 len = max(len, x + 1);

041 REDUCEQ) ;

042 }

// 0d tego miejsca zaczyna sie implementacja operatordéw. Przepisywanie tej

// czesci kodu nie jest wymagane - nalezy przepisywac tylko te operatory, z
// ktérych sie korzysta. Niektére operatory korzystaja z innych - w takich

// przypadkach, przy kazdym operatorze napisane jest, implementacji jakich

// operatoréw on wymaga

// Ponizsze makro pozwala skrécié zapis nagtéwkéw operatordw

043 #define OPER1(op) bool operator op (const BigNum &a) const

// Operatory pordéwnawcze

044  OPER1(==) {

045 if (a.len !'= len) return O;

046 REP(x, len) if (cyf[x] != a.cyf[x]) return O;
047 return 1;

048 }

049  OPER1(<) {

050 if (len !'= a.len) return len < a.len;

051 int x = len - 1;

052 while (x && a.cyflx] == cyflx]) x——;

053 return cyf [x] < a.cyf[x];

054 }

// Operator ten wymaga implementacji operatora < (BigNum)
055  OPER1(>) {

056 return a < *this;

057 }
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Listing 5.28: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// Operator ten wymaga implementacji operatora < (BigNum)
058  OPER1(<=) {

059 return ! (a < *this) ;

060 }

// Operator ten wymaga implementacji operatora < (BigNum)
061  OPER1(>=) {

062 return ! (xthis < a);

063 }

// Operator ten wymaga implementacji operatora ==(BigNum)
064  OPER1(!=) {

065 return ! (xthis == a);

066 }

// Operacje dla liczb typu int

067  BigNum & operator=(int a) {

068 REP(x, len) cyf[x] = 0;
069 len = 1;

070 if (cyf[0] = a >= BASE) przen(1);
071 return *this;

072 }

073  void operator+=(int a) {
074 cyf[0] += a;

075 przen(1);

076}

077  void operator-=(int a) {
078 cyf[0] -= a;

079 przen(1);

080 }

081  void operator*=(int a) {
082 REP(x, len) cyf[x] *= a;
083 przen(len) ;

084 }

// Ponizszy operator zwraca jako wynik reszte z dzielenia liczby typu BigNum
// przez liczbe typu int
085  int operator/=(int a) {

086 LL w = 0;

087 FORD(p, len - 1, 0) {
088 w = w *x BASE + cyf[p]l;
089 cyflpl = w / a;

090 w %= a;

091 }

092 REDUCE() ;

093 return w;

094 }

095  int operator’ (int a) {

096 LL w = 0;

097 FORD(p, len - 1, 0) w = (w * BASE + cyf[pl) % a;
098 return w;

099 }
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Listing 5.28: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// Operacje wytacznie na liczbach typu BigNum
100 #define OPER2(op) BigNum& operator op (const BigNum &a)
101  OPER2(+=) {

102 Res(a.len);

103 REP(x, a.len) cyf([x] += a.cyf[x];
104 przen(a.len);

105 return *this;

106 }

107 OPER2(-=) {

108 REP(x, a.len) cyf[x] -= a.cyf[x];
109 przen(a.len);

110 return *this;

111 }

112 OPER2(*=) {

113 BigNum c(0, len + a.len);

114 REP(x, a.len) {

115 REP(y, len) c.cyfly + x] += cyfly]l * a.cyf[x];
116 c.przen(len + x);

117 }

118 *this = c;

119 return *this;

120 }

// Operator ten wymaga implementacji nastepujacych operatoréw: < (BigNum),
// +=(BigNum), *=(BigNum), +(BigNum), *(BigNum), << (int),

// <<=(int)

121 OPER2(/=) {

122 int n = max(len - a.len + 1, 1);
123 BigNum d(0, n), prod;

124 FORD(i, n - 1, 0) {

125 int 1 = 0, r = BASE - 1;

126 while (1 < r) {

127 intm=(1+r+ 1)/ 2;

128 if (xthis < prod + (a * m << i)) r =m - 1;
129 else 1 = m;

130 }

131 prod += a * 1 << i;

132 d.cyf[i] = 1;

133 if (1) d.len = max(d.len, i + 1);
134 }

135 *this = d;

136 return *this;

137 }

// Operator ten wymaga implementacji nastepujacych operatoréw: < (BigNum),
// +=(BigNum), *=(BigNum), +(BigNum), *(BigNum), << (BigNum),

// <<=(BigNum)

138 OPER2(%=) {

139 BigNum v = xthis;

140 v /= a;
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Listing 5.28: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

141 vV *= a;

142 *this -= v;

143 return *this;

144 }

145  OPER2(=) {

146 Res(a.len);

147 FORD(x, len - 1, a.len) cyf[x] = 0;
148 REP(x, a.len) cyflx] = a.cyfl[x];
149 len = a.len;

150 return *this;

151 }

// Operatory stuzace do wczytywania i wypisywania liczb

// Funkcja przypisuje liczbie BigNum warto$é¢ liczby z przekazanego wektora,
// zapisanej przy podstawie p

// Operator ten wymaga implementacji +=(int), *=(int)

152 void read(const VI & v, int p) {

153 *this = 0;

154 FORD(x, SIZE(v), 0) {
155 *this *= p;

156 *this += v[x];

157 }

158  }

// Funkcja przypisuje liczbie BigNum warto$¢ liczby z napisu zapisanego przy
// podstawie 10

// Operator ten wymaga implementacji =(int)

159  BigNum & operator=(string a) {

160 int s = a.length();

161 +xthis = 0;

162 Res(len = s / BD + 1);

163 REP(x, s) cyf[(s - x - 1) / BD] = 10 * cyf[(s - x - 1) / BD] + alx] - ’0’;
164 REDUCE() ;

165 return *this;

166  }

// Funkcja wypisuje wartos§¢ liczby BigNum zapisanej przy podstawie 10
167  void write() const {

168 printf ("%d", int (cyfl[len - 1]));
169 FORD(x, len - 2, 0) printf("%0*d", BD, int (cyf([x]));
170 }

// Funkcja wypisuje do przekazanego bufora warto$¢ liczby zapisanej przy
// podstawie 10
171 void write(char *buf) const {

172 int p = sprintf (buf, "%d", int (cyfl[len - 1]));
173 FORD(x, len - 2, 0) p += sprintf(buf + p, "%0*d", BD, int (cyf[x]));
174 }

// Funkcja zwraca wektor cyfr liczby zapisanej przy podstawie pod. Funkcja ta
// wymaga implementacji /=(int), =(BigNum)

175 VI write(int pod) const {

176 VI w;
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Listing 5.28: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

177
178
179
180
181

BigNum v;

v =

*this;

while (v.len > 1 || v.cyf[0]) w.PB(v /= pod);

return w;

}

// Operator przesuniecia w prawo o n cyfr

182
183
184
185
186
187
188
189

Bighum & operator>>=(int n) {
if (n >= len) n = len;
REP(x, len - n) cyfl[x] = cyflx + n];

FOR(x,
len -
if (len
return

}

len - n, n) cyflx] = 0;
n;
== 0) len = 1;

*this;

// Operator przesuniecia w lewo

190
191
192
193
194
195
196
197

BigNum & operator<<=(int n) {
if (cyf[0] == 0 && len == 1) return *this;
Res(len + n);
FORD(x, len - 1, 0) cyfl[x + n] = cyf[x];
REP(x, n) cyflx] = 0;

len +=
return

}

n;

*this;

// Funkcja wyznaczajaca pierwiastek calkowity z liczby

// Funkcja ta wymaga implementacji < (BigNum), +=(BigNum), *=(BigNum),

// <<=(int), +(BigNum), *(BigNum), << (int)

198
199
200
201
202
203
204
205
1

206
207
208
209
210
211
212
213

// Makra pozwalajace na skrécenie zapisu nagtéwkéw ponizszych operatordéw

Bighum sqrt() {

int n

(len + 1) / 2;

BigNum a(0, n), sq;

FORD(i, n - 1, 0) {
int 1 = 0, r = BASE - 1;
while (1 < r) {

intm= (1 +r+ 1)/ 2;
if (xthis < sq + (a * 2 * m << i) + (BigNum(m) * m << 2 % i)) r

else 1 = m;
}
sq += (a * 2 * 1 << i) + (BigNum(1l) * 1 << 2 * 1i);
a.cyf[i] = 1;
a.len = n;
}
return a;

}

214 #define OPER3(op) BiglNum operator op(const BigNum &a) \
215 const {BigNum w=+this; w op ## = a; return w; }

216 #define OPER4(op) BigINum operator op(int a) \

217 {BigNum w

*this; w op ## = a; return w; }

m
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Listing 5.28: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// Operator wymaga implementacji +=(BigNum)

218  OPER3(+);

// Operator wymaga implementacji -=(BigNum)

219  OPER3(-);

// Operator wymaga implementacji *=(BigNum)

220  OPER3(%);

// Operator wymaga implementacji < (BigNum), +=(BigNum), *=(BigNum),
// /=(BigNum), +(BigNum), *(BigNum), << (int)

221 OPER3(/);

// Operator wymaga implementacji < (BigNum), +=(BigNum), -=(BigNum),
// *=(BigNum), /=(BigNum), %=(BigNum), +(BigNum), *(BigNum)

222 OPER3(%);

// Operator wymaga implementacji <<=(int)

223  OPER4(<<);

// Operator wymaga implementacji >>>=(int)

224 OPER4(>>);

225 };

Listing 5.29: Przyklad wykorzystania arytmetyki wielkich liczb

a = 348732498327423984324198321740932174

b = 7653728101928872838232879143214

a+b = 348740152055525913197036554620075388

a-b = 348724844599322055451360088861788960

a*h = 2669103722504468593268937284375465614778291815203334805554806367236
a/b = 45563

sqri(a) = 590535772267374150

Listing 5.30: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 5.29. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku bignum. cpp

01 int main() {

02 BigNum a, b;

03 string ta, tb;

// Wczytaj tekst reprezentujacy dwie wielkie liczby
04 cin >> ta >> tb;

// Przekonwertuj tekst na liczby oraz wykonaj podstawowe operacje
05 a = ta;

06 b = tb;

07 cout << "a = ";

08 a.write();

09 cout << endl << "b = ";

10 b.write();

11 cout << endl << "at+b = ";

12 (a + b).write();

13 cout << endl << "a-b = ";

14  (a - b).write();

15 cout << endl << "a*b = ";
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Listing 5.30: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

16 (a * b).write();

17 cout << endl << "a/b = ";

18  (a / b).write();

19 cout << endl << "sqrt(a) = ";
20  a.sqrt().write();

21 return 0;

22 }

Arytmetyka wielkich liczb realizowana przez strukture BigNum pozwala na wykonywanie oper-
acji w ramach zbioru liczb naturalnych. W zdecydowanej wigkszosci zadan arytmetyka taka
jest wystarczajaca, jednak czasem pojawia si¢ potrzeba wykonywania operacji na zbiorze
liczb catkowitych. W tym celu zostata stworzona struktura Integer, ktérej implementacja
wykorzystuje strukture BigNum. Sposob dziatania operatoréw jest w zasadzie taki sam jak w

przypadku struktury BigNum. Kod Zrédlowy przedstawiony jest na listingu 5.31.

Listing 5.31: Implementacja struktury Integer

// Implementacja liczb calkowitych bazujgca na typie BigNum

01 struct Integer {

02 BigNum x;

// Znak liczby (-1 dla liczby ujemnej, O dla zera, 1 dla liczby

// dodatniej)

03  int Sgn;

// Konstruktor, przyjmujacy jako parametry wartosé bezwzgledng oraz znak
// tworzonej liczby

04  Integer(const BigNum & a, int s = 1) {

05 X = a;
06 Sgn = (a == BigNum(0)) 7 0 : !s 7 1 : s;
07}

// Konstruktor tworzacy zmienng réwng liczbie a
08  Integer(inta = 0) {

09 x = BigNum(abs(a));
10 Sgn = sgn(a);
11}

// Operator zwraca liczbe o przeciwnym znaku
12 Integer operator-() const {

13 return Integer(x, -Sgn);

14 }

// Operatory pordéwnawcze

15  bool operator< (const Integer & b) const {

16 if (Sgn != b.Sgn) return Sgn < b.Sgn;

17 return (Sgn == -1) ? b.x < x : x < b.x;
18}

19  bool operator==(const Integer & b) const {
20 return Sgn == b.Sgn && x == b.x;
21}

// Makra pozwalajace na skrécenie zapisu nagtéwkéw operatordw
22 #define OPERS5(op) Integer operator op (const Integer &b) const
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Listing 5.31: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

23 #define OPER6(op) Integer &operator op ## = (const Integer &b) \
24 {return *this = *this op b;}

// Operator +(Integer)

25  OPER5(+) {

26 if (Sgn == -1) return -(-(xthis) + (-b));

27 if (b.Sgn >= 0) return Integer(x + b.x, min(1l, Sgn + b.Sgn));
28 if (x < b.x) return Integer(b.x - x, -1);

29 return Integer(x - b.x, x > b.x);

30 }

// Operator -(Integer), wykorzystuje +(Integer)
31  OPER5(-) {

32 return *this + (-b);

33 }

// Operator *(Integer)

34  OPER5(%) {

35 return Integer(x * b.x, Sgn * b.Sgn);

36 }

// Operator /(Integer)

37 OPER5(/) {

38 return Integer(x / b.x, Sgn * b.Sgn);

39 }

// Operator %(Integer), wykorzystuje -(Integer)
40 OPER5(%) {

41 return Sgn == -1 ? Integer((b.x - (x % b.x)) % b.x) : Integer(x % b.x);
42}

// Operator +=(Integer), wykorzystuje +(Integer)
43  OPER6(+)

// Operator -=(Integer), wykorzystuje -(Integer)
44 OPER6 (-)

// Operator *=(Integer), wykorzystuje *(Integer)
45 OPER6 (%)

// Operator /=(Integer), wykorzystuje /(Integer)
46 OPER6 (/)

// Operator %=(Integer), wykorzystuje %(Integer)
47 OPER6 (%)

// Funkcja wypisuje liczbe Integer zapisang przy podstawie 10 na
// standardowe wyjscie

48  void write() const {

49 if (Sgn == -1) printf("-");
50 x.write();

51 )

52 };

Dopelnieniem do przedstawionych dotychczas arytmetyk wielkich liczb jest struktura Frac,
ktéra umozliwia wykonywanie operacji na liczbach wymiernych postaci g. Struktura ta zaw-
iera implementacje najczesciej wykorzystywanych operatoréw. Kod zrédtowy znajduje sie na

listingu 5.32.
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Listing 5.32: Implementacja struktury Frac

// Funkcja wyznaczajgca najwigkszy wspélny dzielnik dwéch liczb.

// Jest ona uzywana do skracania utamkéw

01 BigNum NatGCD(const BigNum &a, const BigNum& b) {

02 return b == BigNum(0) 7 a : NatGCD(b, a % b);

03 }

// Implementacja liczb utamkowych, bazujaca na typie Integer oraz BigNum
04 struct Frac {

// Licznik a oraz mianownik b utamka

05 Integer a, b;

// Konstruktor typu Frac, tworzy liczbe o zadanym liczniku i mianowniku
06  Frac(const Integer &aa = 0,const Integer &bb = 1) {

07 a = aa;

08 b = bb;

09 if(b < 0) {

10 a = -a;

11 b = -b;

12 }

13 Integer d = Integer (NatGCD(aa.x, bb.x));
14 a /= d;

15 b /= d;

16 }

// Operatory pordéwnawcze
17 bool operator< (const Frac &x) const {

18 return axx.b < x.axb;

19 }

20 bool operator==(const Frac &x) const {
21 return a == x.a && b == x.b;
22}

// Makra pozwalajace na skrécenie zapisu nagtéwkéw operatordw
23 #define OPER7(op) Frac operator op (const Frac &x) const
24 #define OPERS8(op) Frac &operator op ## =(const Frac &b) \
25 {return *this = *this op b;}

// Operator +(Frac)

26  OPER7(+) {

27 return Frac(a * x.b + b * x.a, b * x.b);

28 }

// Operator -(Frac)

29  OPER7(-) {

30 return Frac(a * x.b - b * x.a, b * x.b);

31 }

// Operator *(Frac)

32  OPER7(%) {

33 return Frac(a * x.a, b * x.b);

34  }

// Operator /(Frac)

35  OPER7(/) {

36 return Frac(a * x.b, b * x.a);
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Listing 5.32: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

37}

// Operator +=(Frac), wykorzystuje +(Integer)

38 OPERS8 (+)

// Operator -=(Frac), wykorzystuje -(Integer)

39 OPER8(-)

// Operator *=(Frac), wykorzystuje *(Integer)

40 OPER8 (%)

// Operator /=(Frac), wykorzystuje /(Integer)

41 OPER8(/)

// Funkcja zwraca prawde, jesli dany utamek jest réwny O
42 bool isZero(){

43 return a==Integer(0) ;

4 }

// Funkcja wypisujaca utamek postaci licznik/mianownik zapisany przy podstawie
// 10 na standardowe wyjscie

45  void write(){

46 a.write();
47 printf("/");
48 b.write();
49 }
50 };

Listing 5.33: Przyklad uzycia arytmetyki utamkowej
a = 2/3
b = 15/28
a+b = 101/84
a-b = 11/84
a*b = 5/14
a/b = 56/45

Listing 5.34: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 5.33. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie¢ w pliku frac.cpp

01 int main() {

// Skonstruuj dwie liczby typu Frac
02  Frac a(10, 15);

03 Frac b(30, 56);

04 cout << "a =";

05 a.write();

06 cout << endl << "b = ";
07 b.write();

08 cout << endl << "atb = ";
09 (a + b).write();

10 cout << endl << "a-b = ";
11 (a - b).write();

12 cout << endl << "a*b = ";
13 (a * b).write();
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Listing 5.34: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

14  cout << endl << "a/b =";
15 (a / b).write();

16 return 0;

17 }

W rozdziale dotyczacym sprawdzania pierwszosci liczb przedstawiliSmy implementacje testu
Millera-Rabina, ktory dla dowolnej liczby naturalnej nie wiekszej od 2000 000 000 odpowia~
da, czy liczba ta jest pierwsza. Istnieje mozliwosé zaadaptowania tego algorytmu w celu
sprawdzenia, czy dana wielka liczba jest pierwsza. Jedyna réznica w implementacji polega
na zmianie liczby wykonywanych testéw (w przypadku liczb z przedziatu [1...2000 000 000]
wystarczyly tylko 4 — 2, 3, 5 oraz 7. Prawdopodobienstwo uzyskania btednej odpowiedzi w
przypadku testowania liczby zlozonej, przy wykonywaniu [ testéw wymnosi (%)l. Implemen-
tacja funkcji bool IsBPrime (const BigNum& , int) przedstawiona na listingu 5.35 realizuje
ten test pierwszosci.

Listing 5.35: Implementacja funkcji bool IsBPrime (const BigNum&, int)

// Funkcja przeprowadza test Millera-Rabina dla liczby n przy podstawie x
01 bool PBWit (BigNum x, BigNum n) {

02 if (x >= n) return 0;

03 Bighumd =1, y, 1 =n - 1;

04 int t = 0;

05 bool st = 0;

06  while ((1 % 2) == 0) {

07 ++t;

08 1/=2;

09 }

10 for (; 1 >0 || t—; 1 /=2) {

11 if (L% 2 ==1)d=( * x) % n;
12 else if (st && 1 == 0) {

13 st = 1;

14 x = d;

15 }

16 y = (x * x) % n;

17 if (y ==1&& x =1 && x '=n - 1) return 1;
18 X =Y

19 }

20 return x != 1;

21}

// Funkcja sprawdza, czy dana liczba typu BigNum jest pierwsza. W tym celu
// wykonuje t razy test Millera-Rabina

22 bool IsBPrime(const BigNum & x, int t) {

23 if (x < 2) return 0;

24 REP(i, t) if (PBWit(max(rand(), 2), x)) return O;

25 return 1;

26 }
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Listing 5.36: Wyznaczenie wszystkich liczb pierwszych w przedziale
[1000 000 000 000 000 000 000 . . .1 000 000 000 000000 000300]  przy  uzyciu  funkecji  bool
IsBPrime (const BigNum&, int)

1000000000000000000117
1000000000000000000193
1000000000000000000213
1000000000000000000217
1000000000000000000289

Listing 5.37: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 5.36. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku isbprime.cpp

01 int main() {

02 BigNum b, e;

03 string tb, te;

// Wczytaj zakres testowanych liczb

04 cin >> tb >> te;

05 b = tb;

06 e = te;

// Dla kazdej liczby z zakresu sprawdz, czy jest pierwsza
07  while (b < e) {

08 if (IsBPrime(b, 20)) {
09 b.write();

10 cout << endl;

11 }

12 b += 1;

13}

14 return 0;

15 }

Zadanie: Lancuch
Pochodzenie: Rozwiazanie:
VIII Olimpiada Informatyczna chain.cpp

Bajtocja nie zawsze byla panstwem demokratycznym. W jej historii byly réwniez czarne
karty. Pewnego razu, general Bajtelski — przywoddca junty zelazna reka rzadzacej Bajtocja
— postanowil zakonczy¢ stan wojenny, trwajacy od momentu przejecia wltadzy, i zwolnié
wiezionych dzialaczy opozycji. Nie chcial jednak uwolni¢ przywddcy opozycji Bajtazara.
Postanowit przykué¢ go do muréw wiezienia za pomoca bajtockiego tancucha. Bajtocki tancuch
sklada si¢ z polaczonych ze soba ogniw oraz przymocowanego do muru preta. Choé¢ ogniwa
nie sa potaczone z pretem, to bardzo trudno jest je z niego zdjac.

— Generale, czemu$ mnie przykut do muréw wiezienia, miast uwolni¢, jako to uczynites
z moimi kamratami! — wolal Bajtazar.

— Alez Bajtazarze, wszak nie jeste$ przykuty i z pewnoscia potrafisz sam zdjaé¢ trzymajace
cie ogniwa z preta wystajacego z muréw wiezienia. — przewrotnie stwierdzit generat Bajtelski,
po czym dodat — Uporaj sie z tym jednak przed godzina cyfracyjna i nie dzwon tancuchami
po nocy, gdyz w przeciwnym przypadku bede zmuszony wezwaé¢ funkcjonariuszy Cyfronicji
Obywatelskiej.
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Poméz Bajtazarowi! Ponumerujmy kolejne ogniwa tancucha liczbami 1,2, ...,n. Ogniwa
te mozemy zakladac¢ i zdejmowaé z preta zgodnie z nastepujacymi zasadami:

e jednym ruchem mozemy zdjaé¢ lub zatozyé¢ na pret tylko jedno ogniwo,
e ogniwo nr 1 mozna zawsze zdja¢ lub zatozy¢ na pret,

e jezeli ogniwa o numerach 1,...,k — 1 (dla 1 < k < n) sa zdjete z preta, a ogniwo nr k
jest zalozone, to mozemy zdjaé¢ lub zatozy¢ ogniwo nr k + 1.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta opis bajtockiego tancucha,

e obliczy minimalna liczbe ruchéw, ktére nalezy wykonaé, aby zdja¢ wszystkie ogniwa
bajtockiego tancucha z preta,

e wypisze wynik.

Wejscie
W pierwszym wierszu zapisano jedna dodatnia liczbe catkowita n,1 < n < 10,000. W
drugim wierszu zapisano n liczb catkowitych o1, 09,...,0, € 0,1, pooddzielanych pojedynczy-

mi odstepami. Jedli o; = 1, to ogniwo nr ¢ jest zatlozone na pret, a jesli o, = 0, to jest z niego
zdjete.

Wyjscie
Twdj program powinien wypisa¢ jedna liczbe calkowita, réwna minimalnej liczbie ruchow
potrzebnych do zdjecia wszystkich ogniw bajtockiego tancucha z preta.

Przyktad

Dla nastepujgcego wejscia: Poprawnym rozwigzaniem jest:

K
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Cwiczenia

Proste

Srednie

Trudne

acm.uva.es - zadanie 424
acm.uva.es - zadanie 10018
acm.uva.es - zadanie 324
acm.uva.es - zadanie 10035
spoj.sphere.pl - zadanie 123
spoj.sphere.pl - zadanie 362
acm.sgu.ru - zadanie 112
spoj.sphere.pl - zadanie 94

acm.uva.es - zadanie 10183
acm.uva.es - zadanie 495
spoj.sphere.pl - zadanie 54
spoj.sphere.pl - zadanie 328
acm.sgu.ru - zadanie 111
acm.sgu.ru - zadanie 193
acm.sgu.ru - zadanie 197
acm.sgu.ru - zadanie 299

acm.uva.es - zadanie 623
spoj.sphere.pl - zadanie 31
spoj.sphere.pl - zadanie 291
spoj.sphere.pl - zadanie 279
spoj.sphere.pl - zadanie 115

acm.sgu.ru - zadanie 247
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Rozdziat 6

Struktury danych

Podstawa pomyslnego rozwiazania kazdego zadania jest wymy- ||
Slenie odpowiedniego algorytmu. W przypadku podjecia dobrej de-
cyzji, rozwiazanie zadania jest juz tylko kwestia czasu. Niestety, [WDA] - 3
podczas zawodow, trzeba sie liczyé¢ dodatkowo ze Scistymi ograni- [ASP] - 4

czeniami czasowymi. W takiej sytuacji nie tylko algorytm, ale réw-

niez i sposob implementacji jest niezwykle wazny. Rozwiazanie wielu zadan wymaga uzycia
roznego rodzaju struktur danych. Zazwyczaj istnieje mozliwoéé¢ wyboru pomiedzy bardziej
efektywna metoda lecz trudniejsza do zaimplementowania oraz wolniejsza i prostsza. Bard-
zo wazna decyzja projektowa jest wybdr odpowiedniej struktury danych, ktéra jest wystar-
czajaco efektywna, aby rozwiazanie zmiescito sie w limitach czasowych przygotowanych przez
organizatoréw, a jednocze$nie jej implementacja byla jak najprostsza. Jest to niezwykle waz-
na umiejetnoéé, ktéra nabywa sie z czasem. Najlepsza decyzja jest zazwyczaj po prostu uzycie
— o ile to mozliwe, gotowej struktury danych z biblioteki STL. Umiejetne wykorzystanie tej
biblioteki pozwala skréci¢ dtugo$é implementowanego programu niekiedy i kilkukrotnie.

W niektorych sytuacjach okazuje sie jednak, ze struktury danych udostepnione przez bib-
lioteke STL sa niewystarczajace. W niniejszym rozdziale przedstawimy implementacje kilku
najczesciej wykorzystywanych podczas zawoddéw struktur danych, ktore nie sa udostepnione
w bibliotece STL.

171



(a) (b)
Rysunek 6.1: (a) Reprezentacja struktury zbioréw rozlacznych {0, 1,3}, {2}, {4}, {5}. (b) Stan struk-
tury danych po wykonaniu operacji ztaczenia zbioréw {2} i {4}. (c) Stan struktury po
ztaczeniu zbioréw {0, 1,3} i {2,4}. (d) Wyszukanie zbioru, do ktérego nalezy element 4
spowodowalo skompresowanie éciezki od elementu 4 do korzenia jego drzewa.

6.1. Struktura danych do reprezentacji zbioréw roztacznych

Zatézmy, ze mamy dane n roztacznych zbioréw jednoelemen- Il
towych — {0}, {1},...,{n — 1}. ChcielibySmy wykonywaé na tych WDA] . 22
zbiorach dwie operacje: taczenie ze soba dwoch zbioréw oraz wyz-
naczanie zbioru, do ktérego nalezy dany element k € {0,1,...,n— [ASD] - 4

1}.

Jednym ze sposobdéw rozwiazania tego zadania jest przypisanie kazdej liczbie k& numeru
zbioru, do ktérego ona nalezy (na poczatku liczbie k przypisywany jest zbiér o numerze
k). Sprawdzenie, do ktérego zbioru nalezy dany element sprowadza sie wtedy do zwrdcenia
numeru przypisanego zbioru. Ztaczenie dwoch zbiorow P i () natomiast mozna zrealizowaé
poprzez zamiane numeru p wszystkich elementow zbioru P na numer zbioru Q). Widaé, ze
wykonanie zlaczenia dwdch zbioréw wymaga wyznaczenia wszystkich elementéw nalezacych
do ztaczanych zbioréw, zatem operacja ta ma pesymistycznie ztozono$¢ liniowa — nie jest to
zatem rozwiazanie szczegdlnie efektywne.

Efektywna, a zarazem do$¢ prosta struktura danych, pozwalajaca na wykonywanie powyz-
szych dwoch operacji, jest tzw. struktura Find and Union. Struktura ta reprezentuje zbiory
w postaci lasu, w ktérym wierzchotkami sa elementy ze zbioru {0,1,...,n — 1}. Kazdy zbiér
jest reprezentowany jako drzewo, w ktérym kazdy element przechowuje numer swojego oj-
ca. Operacja laczenia dwoch zbioréw polega na dodaniu krawedzi miedzy korzeniami drzew
reprezentujacych laczone zbiory, natomiast operacja wyznaczania zbioru, do ktérego nalezy
element k& — na znalezieniu numeru korzenia drzewa, do ktérego nalezy element k. W ten
sposob dwa elementy naleza do tego samego zbioru, jesli maja wspolny korzen w drzewie.

Zamortyzowana zlozono$¢ wykonania m operacji na tej strukturze danych to O(m x
log*(m)), gdzie log* jest odwrotnoscia funkcji Ackermana. Funkcja ta bardzo wolno rosnie
(istotnie wolniej od logarytmu) — w praktycznych zastosowaniach mozna zakladaé zatem, ze
ztozono$é wykonania m operacji to po prostu O(m)). Uzyskanie takiej ztozonosci jest mozliwe
dzieki wykorzystaniu dwoéch metod:

e podczas wyszukiwania korzenia drzewa, do ktorego nalezy element k, Sciezka do ko-
rzenia ulega kompresji — wszystkie wierzchotki, lezace na Sciezce miedzy k a jego
korzeniem, zostaja bezposrednio potaczone z korzeniem. W ten sposéb wykonywanie
operacji wyszukiwania powoduje skracanie $ciezek w drzewach, dzieki czemu kolejne
wyszukiwania beda wykonywacé sie szybciej.

e operacja taczenia dwbdch drzew reprezentujacych zbiory realizowana jest wedtug rang,
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co sprowadza si¢ do przylaczania mniejszego drzewa do korzenia drzewa wigkszego, a
nie na odwrot. Takie podejscie minimalizuje sumaryczna dlugo$é powstajacych $ciezek.

Przyktadowy sposob realizacji taczenia i wyszukiwania zbioréw zostal przedstawiony na ry-
sunku 6.1.

Implementacja struktury FAU jest przedstawiona na listingu 6.1. Operacja Union(x,y)
powoduje zlaczenie zbioréw zawierajacych elementy x oraz y, natomiast operacja Find (x)
na wyznacza numer zbioru, do ktérego nalezy element x. Na listingu 6.2 przedstawiony jest
sposob dziatania tej struktury dla 6-elementowago zbioru oraz sekwencji przyktadowych op-
eracji Find i Union.

Listing 6.1: Implementacja struktury FAU

// Struktura danych do reprezentacji zbioréw roziacznych

01 struct FAU {

02 int *p, *w;

// Konstruktor tworzacy reprezentacje n jednoelementowych zbioréw roztacznych
03  FAU(int n) : p(new int[n]), w(new int[n]) {

04 REP(x, n) plx] = wlx] = -1;

05 }

// Destruktor zwalniajacy wykorzystywang pamiec

06 ~FAUO {

07 delete[]p;
08 delete[]w;
09 }

// Funkcja zwraca numer reprezentanta zbioru, do ktérego nalezy element x
10  int Find(int x) {

11 return (p[x] < 0) ? x : plx] = Find(p[x]);

12}

// Funkcja taczy zbiory zawierajace elementy x oraz y

13 void Union(int x, int y) {

14 if ((x = Find(x)) == (y = Find(y))) return;
15 if (wix]l > wlyl) plyl = x;

16 else plx] = y;

17 if (wlx] == wlyl) wlyl++;

18 }

19 };

Listing 6.2: Przyklad dziatania struktury FAU.

Zlaczenie zbiorow zawierajacych elementy 0 i 1
Find(0) = 1 Find(1) = 1 Find(2) = 2 Find(3) = 3 Find(4) = 4 Find(5) = 5
Zlaczenie zbiorow zawierajacych elementy 3 i 4
Find(0) = 1 Find(1) = 1 Find(2) = 2 Find(3) = 4 Find(4) = 4 Find(5) = 5
Zlaczenie zbiorow zawierajacych elementy 1 i 5
Find(0) = 1 Find(1) = 1 Find(2) = 2 Find(3) = 4 Find(4) = 4 Find(5) = 1
Zlaczenie zbiorow zawierajacych elementy 0 i 5
Find(0) = 1 Find(1) = 1 Find(2) = 2 Find(3) = 4 Find(4) = 4 Find(5) = 1
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Listing 6.3: Kod Zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 6.2. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie¢ w pliku fau. cpp

01 int main() {

02 intn, m, el, e2;

// Wczytaj liczbe elementéw oraz operacji do wykonania

03 cin >> n >> m;

04  FAU fau(n);

05 REP(x, m) {

// Wczytaj numery dwéch elementéw oraz zlacz zbiory je zawierajace
06 cin >> el >> e2;

07 fau.Union(el, e2);

08 cout << "Zlaczenie zbiorow zawierajacych elementy " <<

09 el << " i " << e2 << endl;

10 REP(y, n) cout << "Find(" << y << ") = " << fau.Find(y) << " ";
11 cout << endl;

12 }

13 return O;

14 }

Zadanie: Malpki

Pochodzenie: Rozwiazanie:
X Olimpiada Informatyczna monkey . cpp

Na drzewie wisi n malpek ponumerowanych od 1 do n. Malpka z nr 1 trzyma sie galezi
ogonkiem. Pozostate malpki albo sa trzymane przez inne malpki, albo trzymaja si¢ innych
malpek, albo jedno i drugie réwnocze$nie. Kazda malpka ma dwie przednie tapki, kazda moze
trzymaé co najwyzej jedna inng malpke (za ogon). Rozpoczynajac od chwili 0, co sekunde
jedna z malpek puszcza jedna tapke. W ten sposob niektére malpki spadaja na ziemie, gdzie
dalej moga puszczaé lapki (czas spadania malpek jest pomijalnie maly).

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejscia opis tego, w jaki sposéb malpki trzymaja sie oraz w
jakiej kolejnosci puszczaja tapki,

e obliczy dla kazdej malpki, kiedy spadnie ona na ziemig,

e wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera dwie dodatnie liczby catkowite nim (1 < n <
200000, 1 < m < 400000). Liczba n oznacza liczbe malpek, a liczba m czas (w sekundach)
przez jaki obserwujemy malpki. Kolejne n wierszy zawiera opis sytuacji poczatkowej. W
wierszu k + 1 (1 < k < n) znajduja sie dwie liczby catkowite oznaczajace numery malpek
trzymanych przez malpke nr k. Pierwsza z tych liczb to numer malpki trzymanej lewa tapka,
a druga — prawa. Liczba —1 oznacza, ze malpka ma wolna tapke. Kolejne m wierszy opisuje
wyniki obserwacji malpek. W i-tym sposrdd tych wierszy (1 < i < m) znajduja sie dwie
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liczby catkowite. Pierwsza z nich oznacza numer malpki, a druga numer tapki (1 — lewa, 2
— prawa), ktorg malpka puszcza w chwili i — 1

Wyjscie

Twdj program powinien wypisa¢ na standardowe wyjscie doktadnie n liczb catkowitych, po
jednej w wierszu. Liczba w wierszu ¢ powinna oznacza¢ chwile, w ktérej matpka nr ¢ spadia
na ziemie, lub by¢ réwna —1, jedli malpka nie spadla na ziemie w trakcie obserwacji.

Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:

3 92 Poprawnym rozwiazaniem jest:
-1 3 1
3 —1 I
1 2 1
1 2
31
Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie Trudne H

acm.uva.es - zadanie 10583 | spoj.sphere.pl - zadanie 116 | spoj.sphere.pl - zadanie 264
acm.uva.es - zadanie 10608 acm.sgu.ru - zadanie 174 spoj.sphere.pl - zadanie 188
acm.uva.es - zadanie 793 acm.uva.es - zadanie 10158

6.2. Drzewa poszukiwan binarnych

W niniejszym rozdziale zajmiemy si¢ realizacja struktur danych, ||
pozwalajacych na wykonywanie operacji dodawania oraz usuwania
elementéw, na ktorych okreslony jest porzadek liniowy. W zaleznos- [ASD] - 3.3
ci od rodzaju przedstawianej struktury, dostepne beda réwniez inne [SZP] - 2.3
operacje, takie jak wyznaczanie liczby elementéw o warto$ciach [ASP] - 4.4
w zadanym przedziale czy wyszukiwanie k-tego najmniejszego el- [MDJ - 6.4

ementu. Zaprezentowana rowniez zostanie specjalna ,wzbogacal-

na” struktura, pozwalajaca na tworzenie wtasnych operacji w prosty sposéb. Na wstepie
nalezy omdéwié¢ sposdb reprezentacji tych struktur danych — wszystkie omawiane struktury
sa pewnego rodzaju drzewami poszukiwan binarnych.

Definicja 6.2.1 Drzewo poszukiwan binarnych jest to takie ukorzenione drzewo, ktore spel-
nia nastepujgce warunki:

o kazdy wezel w drzewie ma co najwyzej 2 synow — lewego oraz prawego. Wezly drzewa
nie postadajgce synow nazywane sqg lisémi,

e kazdy wezel posiada przypisany mu element. Na zbiorze elementow okreslony jest porzgdek
lintowy,

e dla kazdego wezta p drzewa zawierajgcego element vy, jesli ma on lewego syna l z ele-
mentem vy, to vy < vp,
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e dla kaZdego wezta p drzewa zawierajgcego element vy, jesli ma on prawego syna r z
elementem vy, to v, > v,

Przyktad drzewa poszukiwan binarnych przedstawiony jest na rysunku 6.2.a. Drzewa tego ty-
pu wykorzystuje sie do konstrukcji roznych struktur danych, jak choéby stownikéw. Wstaw-
ianie elementu do stownika odbywa sie poprzez dodanie do drzewa binarnych poszukiwan
nowego wezla zawierajacego dodawany element (miejsce umieszczenia nowego wezta w drzewie
musi zosta¢ tak dobrane, aby zachowaé zgodno$é¢ z definicja drzew poszukiwan binarnych).
Sprawdzenie przynaleznosci elementu jest réwnowazne przeszukaniu drzewa od korzenia w
poszukiwaniu odpowiedniego wezlta.

Wprowadzenie takiej struktury danych, jaka sa drzewa binarnych poszukiwan, ma na celu
uzyskanie efektywnych operacji. Czas potrzebny na wykonanie operacji na wezle jest wprost
proporcjonalny do jego glebokosci (odleglosci od korzenia). W przypadku, gdy drzewo jest
zréwnowazone (gleboko$é najplytszego liscia w drzewie nie rézni sie wiele od glebokosci na-
jglebszego lidcia), to odleglosé kazdego wezta od korzenia jest logarytmiczna w stosunku do
liczby weztow w catym drzewie. Wprawdzie w przypadku wykonywania losowych operacji na
drzewie binarnych poszukiwan, pozostaje ono zréwnowazone, to wykonanie n operacji wstaw-
ienia elementu do drzewa w kolejnosci rosnacych wartosci spowoduje powstanie w drzewie
tanicucha o ditugosci n (kolejno wstawiane elementy beda dodawane jako prawy syn poprzed-
niego). Istnieje mozliwo$é zabezpieczenia si¢ przed takimi sytuacjami poprzez implementacje
zréwnowazonych drzew binarnych (takich jak drzewa czarno-czerwone, czy AVL), ktore po
wykonaniu operacji modyfikujacej strukture drzewa wykonuja reorganizacje uktadu weztow,
majaca na celu wyréwnanie gtebokosci lici. Implementacja tych struktur danych jest jednak
czasochlonna, co podczas zawoddéw jest bardzo duza wada.

Na szczedcie istnieja inne, bardzo proste sposoby zapewnienia szybkiego czasu dziatania
wszystkich operacji. Jest to mozliwe dzigki zmodyfikowaniu postaci drzew poszukiwan bina-
rnych, ktore bedziemy dalej nazywali statycznymi drzewami binarnych poszukiwan. Przyktad
takiego drzewa jest przedstawiony na rysunku 6.2.b. Réznica w stosunku do zwyklych drzew
polega na tym, ze podczas konstrukcji drzewa statycznego podaje sie liczbe weztéw, ktére
powinny znalezé sie w takim drzewie. Narzuca to pewne ograniczenia na dziedzine, z ktoérej
pochodza wstawiane elementy — musi by¢ ona skonczona. W drzewach statycznych wtas-
ciwe wezly umieszczone sa tylko w lidciach — wewnetrzne wezly drzewa reprezentuja nato-
miast cale zbiory elementéw z ich poddrzew. Takie podejscie utatwia realizacje réznych do-
datkowych operacji — wezly wewnetrzne moga przechowywaé specjalne informacje, utrzymy-
wane w celu umozliwienia efektywnej realizacji tych operacji. Dodanie nowego elementu do
drzewa statycznego polega na zaznaczeniu odpowiedniego liscia jako aktywnego oraz zaktual-
izowaniu wartosci w weztach wewnetrznych drzewa, lezacych na Sciezce od dodawanego liscia
do korzenia. Podobnie realizowana jest operacja usuwania elementéw.

Drzewa statyczne, oprécz ograniczenia na wielko$é¢ dziedziny maja jeszcze jedna wade
— zuzycie pamieci. Nawet jesli liczba elementow wstawionych do drzewa jest mata, to i tak
zuzycie pamieci jest liniowe ze wzgledu na wielko$¢ dziedziny. Usunigcie tej wady jest mozliwe
poprzez zastosowanie tzw. drzew statycznych dynamicznie alokowanych, ktérych struktura
jest taka sama jak drzew statycznych, jednak przydzielaja one pamieé na wezty dopiero wtedy,
gdy sa one potrzebne. Przyklad takiego drzewa znajduje si¢ na rysunku 6.2.c.

W tym rozdziale przedstawimy implementacje¢ czterech prostych struktur danych, bazuja-
cych na koncepcji statycznych drzew binarnych poszukiwan:

e drzewa maksiméw — pozwalaja na przypisywanie dodatkowych wartoéci elementom
oraz wyznaczanie najwiekszej wartoéci w obrebie elementow z zadanego przedziatu,
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Rysunek 6.2: (a) Drzewo binarnych poszukiwan zawierajace cztery elementy — 0, 1, 21 3. (b) Statyczne
drzewo binarnych poszukiwan skonstruowane dla czterech elementéw. Aktualnie w drzewie
tym jest wstawiony (aktywny) tylko jeden element — 2. (c) Statyczne drzewo binarne
dynamicznie alokowane. Struktura takiego drzewa jest z gory okresélona, lecz nieaktywnym
weztom nie jest przydzielana pamieé.

e drzewa licznikowe — pozwalaja na przypisywanie dodatkowych wartosci elementom
oraz wyznaczanie sumy wartosci w obrebie elementéw z zadanego przedziatu,

e drzewa pozycyjne — pozwalaja na wyznaczanie statystyk pozycyjnych (znajdowanie
k-tego najmniejszego elementu),

e drzewa pokryciowe — pozwalaja na dodawanie oraz usuwanie przedzialéw liczb (ktére
mozna réwniez traktowaé jako odcinki) oraz obliczanie powierzchni przez nie pokrytej
na zadanym obszarze.

Na przykladzie drzew pokryciowych przedstawimy réwniez modyfikacje drzew statycznych
w drzewa dynamicznie alokowane. Pod koniec rozdzialu przedstawimy implementacje klasy-
cznych drzew binarnych, ktére wspomagaja dodatkowe wzbogacanie (mozliwo$¢ dodawania
wlasnych operacji). Drzewa te nie sa drzewami zréwnowazonymi, co moze spowodowaé, ze
dla specyficznych scenariuszy, czas wykonywania pojedynczych operacji moze by¢ liniowy.
Pokazemy réwniez realizacje¢ randomizowanych drzew binarnych, ktére dodatkowo losowo
modyfikuja swoja strukture; stanowia one bardzo prosta implementacje zréwnowazonej struk-
tury danych (takich jak drzewa czarno-czerwone czy AVL).

6.2.1. Drzewa maksimoéw

Drzewa maksimow pozwalaja na dodawanie i usuwanie elementéw, ktorym przypisane sa do-
datkowe wartosci ze zbioru liczb naturalnych. Pozwalaja one réwniez na wyznaczanie najwick-
szej wartosci na zadanym spéjnym przedziale elementéw. Wezty wewnetrzne drzewa mak-
siméw zawieraja informacje na temat najwiekszej wartosci umieszczonej w ich poddrzewach,
co pozwala na efektywna realizacje zapytan.

Reprezentacja statycznego drzewa poszukiwan binarnych jest realizowana jako zwykta
tablica liczb. Taka reprezentacja moze zosta¢ wykorzystana ze wzgledu na fakt, iz drzewa
statyczne sa pelne i nie zmieniaja swej struktury w czasie. Element 1 tablicy reprezentuje
korzen drzewa, 2 to lewy syn korzenia, 3 to syn prawy ... Wyznaczanie lewego i prawego syna
dla wezta o numerze k£ odbywa sie w bardzo prosty sposob — lewy syn ma przypisany numer
2 x k, natomiast prawy — 2 * k + 1.

Implementacja tych drzew zrealizowana jest jako struktura MaxTree, ktérej kod zréodtowy
przedstawiony jest na listingu 6.4. Funkcja void Set (int, int) pozwala na zmiane wartosci
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elementéw, natomiast int Find(int,int) wyznacza maksymalna wartos¢ wérod elementéow
na zadanym przedziale.

Listing 6.4: Implementacja struktury MaxTree

// Drzewo MaxTree umozliwia dodawanie elementéw z przypisang im wartoscig oraz
// wyszukiwanie najwiekszej warto$ci na dowolnym spéjnym przedziale elementéw

01 struct MaxTree {

02 int *el, s;

// Konstruktor przyjmuje jako parametr wysoko$¢ konstruowanego drzewa (dziedzina
// elementéw to [0..2Asize-1])

03  MaxTree(int size) {

04 el = new int[2 * (s = 1 << size)];
05 REP(x, 2 * s) el[x] = 0;
06 }

// Destruktor zwalnia zaalokowang pamieé

07  ~MaxTree() {

08 delete[]el;

09 }

// Funkcja zmienia warto$¢ elementu p na v

10 void Set (int p, int v) {

// Ustaw wartoS¢ elementu p na v, oraz zaktualizuj wierzchotki na

// $&ciezce do korzenia, wyliczajac dla nich maksimum z ich lewego i prawego

// syna

11 for (p += s, ellpl =v, p >>=1; p > 0; p >>= 1)
12 ellp] = max(ellp << 1], ell(p << 1) + 11);
13}

// Funkcja wyznacza najwieksza warto$¢ na przedziale elementéw [p..k]
14  int Find(int p, int k) {

15 int m = -INF;
16 p += s;
17 k += s;

// Przeszukiwanie drzewa rozpoczyna sie od lisci reprezentujacych elementy
// p i k. Dop6ki wezet p jest rézny od wezta k...

18 while (p < k) {

// Jesli przedzialy reprezentowane przez aktualne wezty p i k

// zawieraja sie catkowicie w przeszukiwanym przedziale, to nastepuje

// aktualizacja wyniku

19 if ((p & 1) == 1) m = max(m, ellp++]);
20 if ((k & 1) == 0) m = max(m, ell[k--]1);
// PrzejdZz do ojcéw wezidéw p i k

21 p >>=1;

22 k >>=1;

23 }

24 if (p == k) m = max(m, ell[p]l);

25 return m;

260}

27 };
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Rysunek 6.3: (a) Sposéb numeracji weztéw w drzewach statycznych. (b) Puste drzewo maksiméw. Kole-
jne liscie (patrzac od lewej strony) reprezentuja klucze 0, 1, 2 i 3. (¢) Stan drzewa po
dodaniu elementu 1 o wartosci 3. (d) Stan drzewa po dodaniu elementu 2 o wartosci 5.

Listing 6.5: Przyklad wykorzystania struktury MaxTree dla elementéw z dziedziny {0,1,...,15}

Zmiana wartosci elementu 2 na 2
Maksimum na przedziale 0.4 = 2
Maksimum na przedziale 2..2 = 2
Maksimum na przedziale 3..15 = 0
Zmiana wartosci elementu 3 na 10
Maksimum na przedziale 0..2 = 2
Maksimum na przedziale 3..10 = 10
Zmiana wartosci elementu 3 na 3
Maksimum na przedziale 0..15 = 3

Listing 6.6: Kod Zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 6.5. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku maxtree. cpp

01 int main() {

02 int wi, w2, w3;

// Skonstruuj drzewo maksiméw dla elementéw [0..15]
03 MaxTree tree(4);

// Wykonaj liste operacji...

04  while(cin >> wl >> w2 >> w3) {

05 if (wi == 0) {

// Operacja zmiany wartosci klucza...

06 tree.Set (w2, w3);

07 cout << "Zmiana wartosci elementu " << w2 << " na " << w3 << endl;
08 } else

// Operacja wypisania maksimum na przedziale [w2..w3]

09 cout << "Maksimum na przedziale " << w2 << ".." << w3 <<
10 "= " << tree.Find(w2, w3) << endl;

11 }

12 return O;

13 }
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6.2.2. Drzewa licznikowe

Kolejna prezentowana struktura danych sa drzewa licznikowe. Pozwalaja one na przypisy-
wanie elementom wartoéci ze zbioru liczb catkowitych oraz wyznaczanie sumy wartosci na
sp6jnym przedziale elementow. Wezly wewnetrzne drzewa licznikowego przechowuja sume
wartosci ze swoich poddrzew.

Implementacja struktury CountTree przedstawiona jest na listingu 6.7, natomiast na
listingu 6.8 przedstawiony jest ich przykladowy sposéb uzycia.

Listing 6.7: Implementacja struktury CountTree

// Struktura umozliwia dodawanie elementéw z przypisang wartoscig oraz sprawdzanie
// sumy warto$ci na dowolnym przedziale elementéw

01 struct CountTree {

02 int *el, s;

// Konstruktor przyjmuje jako parametr wysoko$¢ konstruowanego drzewa (dziedzina
// kluczy to [0..2Asize-1])

03  CountTree(int size) {

04 el = new int[2 * (s = 1 << size)];
05 REP(x, 2 * s) el[x] = 0;
06 }

// Destruktor zwalnia zaalokowang pamieé

07  ~CountTree() {

08 delete[]el;

09 }

// Funkcja zmienia warto$¢ klucza p na v

10 void Set (int p, int v) {

// Do wszystkich wezt6w na Sciezce do korzenia dodawana jest wartosé v

11 for (p += s; p; p >>= 1)
12 el[p]l += v;
13}

// Funkcja wyznacza sume wartosci w spéjnym przedziale elementéw [p..k]
14 int Find(int p, int k) {

15 intm = 0;

16 p += s;

17 k += s;

18 while (p < k) {

19 if (p & 1) m += el[p++];
20 if 0k & 1)) m += ellk—-];
21 p >>=1;

22 k >>=1;

23 }

24 if (p ==k m+= ellpl;

25 return m;
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Rysunek 6.4: (a) Stan drzewa licznikowego po wstawieniu elementu 2 o wartosci 8. (b) Zmiana stanu
drzewa po dodaniu elementu 1 o wartosci 1. (¢) Stan drzewa po usunieciu elementu 2.

Listing 6.7: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

26}
27 };

Listing 6.8: Przyktad wykorzystania struktury CountTree na przykltadzie elementéw z dziedziny
{0,1,...,15}

Zmiana wartosci elementu 2 o 2
Suma na przedziale 0..15 = 2
Suma na przedziale 5..10 = 0
Zmiana wartosci elementu 3 o 10
Suma na przedziale 0..15 = 12
Suma na przedziale 0..2 = 2
Zmiana wartosci elementu 3 o 3
Suma na przedziale 0..15 = 15

Listing 6.9: Kod Zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 6.8. Pelny kod
zrodlowy programu znajduje si¢ w pliku counttree. cpp

01 int main() {

02 int wi, w2, w3;

// Skonstruuj drzewo dla dziedziny elementéw [O..15]
03 CountTree tree(4);

// Wykonaj liste operacji...

04  while(cin >> w1l >> w2 >> w3) {

05 if (w1 ==0) {

// Operacja zmiany wartosci elementu...

06 tree.Set (w2, w3);

07 cout << "Zmiana wartosci elementu " << w2 << " o " << w3 << endl;
08 } else

// Wyznaczenie sumy wartos$ci na przedziale [w2..w3]

09 cout << "Suma na przedziale " << w2 << ".." << w3 <<
10 "= " << tree.Find(w2, w3) << endl;

11 }

12 return O;

13 }
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6.2.3. Drzewa pozycyjne

Drzewa pozycyjne pozwalaja na dodawanie i usuwanie elementéw oraz wyznaczanie statystyk
pozycyjnych (k-tego najmniejszego elementu). Wezly wewnetrzne drzewa pozycyjnego prze-
chowuja liczbe elementéw znajdujacych sie w ich poddrzewach, dzieki czemu w tatwy sposéb
mozna wyznacza¢ statystyki pozycyjne, przeszukujac drzewo od korzenia.

Implementacja struktury PosTree przedstawiona jest na listingu 6.10, natomiast na listin-
gu 6.11 przedstawiony jest ich przyktadowy sposdb uzycia.

Listing 6.10: Implementacja struktury PosTree

// Struktura umozliwia dodawanie elementéw i wyznaczanie statystyk pozycyjnych
01 struct PosTree {

02 int *xel, s;

// Konstruktor przyjmuje jako parametr wysokos¢ konstruowanego drzewa (dziedzina
// elementéw to [0..2Asize-1])

03  PosTree(int size) {

04 el = new int[1 << ((s = size) + 1)];
05 REP(x, 1 << (s + 1)) ellx] = 0;
06 }

// Destruktor zwalnia zaalokowang pamieé

07  ~PosTree() {

08 delete[]el;

09 }

// Funkcja dodaje v wystapien elementu p (v moze byé ujemne)

10 void Add(int p, int v) {

// Dla kazdego wezla drzewa od liscia p do korzenia, aktualizowana jest
// liczba elementéw w poddrzewie

11 for (p = (1 << 8) +p; p>0;p=p>>1)
12 ell[p]l += v;
13}

// Funkcja wyznacza p-tag statystyke pozycyjnag
14  int Find(int p) {

// Przeszukiwanie rozpoczynane jest od korzenia drzewa

15 int po = 1;

16 REP(x, s) {

// Nastepuje przejscie do lewego syna aktualnego wezta
17 po <<= 1;

// Jesli aktualne poddrzewo zawiera mniej elementéw niz wynosi numer

// wyszukiwanej statystyki pozycyjnej, to nastepuje przejscie do prawego

// syna

18 if (el[po] < p) p -= ell[po++];

19 }

// Zwracany jest numer znalezionego elementu
20 return po - (1 << s);
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Rysunek 6.5: (a) Stan pustego drzewa pozycyjnego (b) Dodanie do drzewa elementu 0. (¢) Dodanie do
drzewa elementu 3.

Listing 6.10: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

21}
22 };

Listing 6.11: Wykorzystanie struktury PosTree na przykladzie elementéw =z dziedziny
{0,1,...,15}

Do drzewa dodano element 0
1-statystyka pozycyjna = 0
Do drzewa dodano element 7
2-statystyka pozycyjna = 7
Do drzewa dodano element 3
2-statystyka pozycyjna = 3
7, drzewa usunieto element 3
2-statystyka pozycyjna = 7

Listing 6.12: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 6.11. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku postree.cpp

01 int main() {

02 int wi, w2, w3;

// Skonstruuj drzewo pozycyjne dla elementéw [O..15]
03 PosTree tree(4);

// Wykonaj liste operacji...

04  while (cin >> w1l >> w2) {

05 if (w1 ==0) {

// Operacje dodawania / usuwania elementéw

06 cin >> w3;

07 tree.Add (w2, w3);

08 if (w3 == 1) cout << "Do drzewa dodano element " << w2 << endl;
09 else cout << "Z drzewa usunieto element " << w2 << endl;

10 } else

// Wyznaczanie statystyki pozycyjnej

11 cout << w2 << "-statystyka pozycyjna = " << tree.Find(w2) << endl;
12}

13 return O;

14 }
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Zadanie: Kodowanie permutacji

Pochodzenie: Rozwiazanie:
IT Olimpiada Informatyczna perm.cpp
Kazda permutacje A = (aq,..,a,) liczb 1,...,n mozna zakodowaé za pomoca ciagu B =

(b1,..,by), w ktorym b; jest réwne liczbie wszystkich a; takich, ze: (j < i oraz a; > ;) dla
kazdego 1 =1, ..., n.

Przyktad:

Kodem permutacji A = (1,5,2,6,4,7,3) jest ciag: B =(0,0,1,0,2,0,4).

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejscia dlugosé n i kolejne wyrazy ciagu liczb B,

e sprawdzi, czy ciag B jest kodem jakiej$ permutacji liczb 1, ..., n,

e jezeli tak, to znajdzie te permutacje i wypisze ja na standardowe wyjscie,

e w przeciwnym przypadku wypisze jedno stowo NIE
Wejscie
W pierwszym wierszu wejscia zapisana jest dodatnia liczba catkowita n < 1000 000. Jest to
liczba wyrazow ciagu B. W kazdym z kolejnych n wierszy jest zapisana jedna liczba catkowita
nieujemna nie wicksza niz 1000 000. Jest to kolejny wyraz ciagu B.
Wyjscie
Program powinien wypisa¢ w kazdym z kolejnych n wierszy jeden wyraz permutacji A, ktorej
kodem jest dany ciag B, lub jedno stowo NIFE, jedli ciag B nie jest kodem zadnej permutacji.

Przyktad

Dla nastepujacego wejscia: Poprawnym rozwiazaniem jest:

7 1
0
5
0
2
1
6
0
4
2
7
0 3
4
Dla nastepujacego wejscia:
é Poprawnym rozwiazaniem jest:
2 NIE
0
0
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6.2.4. Drzewa pokryciowe

Ostatnim przyktadem drzew statycznych jakie zaprezentujemy sa drzewa pokryciowe. El-
ementami wstawianymi do tych drzew, w odréznieniu od dotychczasowych, sa przedziaty,
ktorych konice naleza do zbioru [0..2" —1]. Dodatkowa wspomagana operacja jest wyznaczanie
dla danego spdjnego podprzedziatu dziedziny, wielkosci obszaru pokrytego przez jakikolwiek
z wstawionych odcinkéw. Wierzchotki drzewa pokryciowego reprezentuja odcinki jednostkowe
— (0,1), (1,2), ..., natomiast wierzchotki wewnetrzne drzewa przechowuja informacje doty-
czace pokrytej powierzchni przez odcinki z ich poddrzew.

Implementacja drzew pokryciowych zrealizowana jest jako struktura CoverTree, ktérej
kod Zrédlowy znajduje si¢ na listingu 6.13. Listing 6.14 prezentuje natomiast sposéb uzy-
cia struktury CoverTree w praktyce. Korzystanie ze struktury CoverTree sprowadza sie do
wykorzystania dwoch funkeji — void Mark(int p, int k, int w), ktéra dodaje w wystapien
odcinka (p, k) (jesli w jest ujemne, to nastepuje usuniecie odpowiedniej liczby wystapien od-
cinka (p, k)) oraz int Find(int p,int k), ktéra wyznacza pokrycie przedzialu [p..k|. Podczas
korzystania ze struktury CoverTree nalezy pamietaé, ze nie wolno z niej usuwaé odcinkow,
ktére nie zostaly wczesniej wstawione.

Listing 6.13: Implementacja struktury CoverTree.

// Struktura umozliwia dodawanie i usuwanie odcinkéw oraz wyznaczanie

// wielkosci obszaru przez nie pokrytego

01 struct CoverTree {

02 #define nr (wp + wk + 1) >> 1

03 int *el, *ma, s, p, k, il;

// Konstruktor przyjmuje jako parametr wysokos$¢ konstruowanego drzewa (koice
// odcinkéw, na ktérych wykonywane sa operacje naleza do przedziatu [0..2Asize-1])
04  CoverTree(int size) {

// Tablica el przechowuje liczbe odcinkéw pokrywajacych w catosci przedzial
// reprezentowany przez odpowiedni wezel

05 el = new int[s = 1 << (size + 1)];

// Tablica ma przechowuje sumaryczng pokryta powierzchnie przedziatu

// reprezentowanego przez odpowiedni wezel

06 ma = new int[s];
07 REP(x, s) el[x] = mal[x] = 0;
08 }

// Destruktor zwalnia zaalokowang pamieé
09  ~CoverTree() {

10 delete[] el;
11 delete[] ma;
12 }

// Funkcja pomocnicza wykorzystywana przez operacje dodawania i usuwania odcinkéw.
// Wykonuje ona aktualizacje wartosci w wezlach
13 void Mark(int wp, int wk, int g) {

185



Listing 6.13: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// Jesli dodawany/usuwany odcinek jest roztaczny z przedziatem

// reprezentowanym przez aktualny wezel, to przerwij

14 if(k<=wp || p>=wk) return;
// Jesli odcinek pokrywa w catosci przedziatl aktualnego wezta, to zmien wartos¢ el,
15 if(p<=wp && k>=wk) ellgl += il; else {

// a jesli nie, to wykonaj aktualizacje zmiennych synéw aktualnego wezta
16 Mark (wp, nr, 2 * g);

17 Mark(nr, wk, 2 * g + 1);

18 }

// Dokonaj aktualizacji pokrytego obszaru przetwarzanego przedziatu
19 malg] = ellg]l > 0 7 wk - wp :

20 (wk -1 ==wp ? 0 : ma[2 *x g] + ma[2 *x g + 1]);

21 }

// Funkcja dodajaca il wystgpien odcinka [pl..k1] do drzewa. W przypadku,
// gdy il jest wartosScia ujemnag, nastepuje usuniecie odcinka
22 void Add(int p1l, int k1, int i1) {

23 P = pl;

24 k = ki;

25 il = i1;

26 Mark(0, s / 2, 1);
27}

// Funkcja pomocnicza stuzaca do wyznaczania wielkosSci obszaru

// [wp, wk] pokrytego przez odcinki

28 int F(int wp, int wk, int g) {

// Jesli testowany odcinek jest roztaczny z aktualnym przedziakem,
// to pokrycie jest réwne O

29 if (wp >=k || wk <= p) return 0;

// Jesli przedzial jest w catosSci pokryty, to zwré¢ wielkosé

// czesci wspblnej testowanego odcinka i przedzialu

30 if (el[g] > 0) return min(k, wk) - max(p, wp);

// Jesli odcinek pokrywa w catosci przedzial, to zwrdé pokrycie przedziatu
31 if (p <= wp && wk <= k) return malg];

// Zuwréé jako wynik sume pokry¢ swoich synéw

32 return wp == wk - 1 2 0 : F(wp, nr, 2 * g) + F(ar, wk, 2 * g + 1);
33 }

// Wtasciwa funkcja realizujgca wyznaczanie wielkosSci obszaru
// [pl, k1] pokrytego przez odcinki
34 int Find(int p1, int k1) {

35 P = pl;

36 k = ki;

37 return F(0, s / 2, 1);
38 }

39 };

Listing 6.14: Wykorzystanie struktury CoverTree na przedziale {0,1,...,15}

Pokrycie odcinka [0,15] = 0
Dodanie odcinka [1,10]
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Listing 6.14: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

Pokrycie odcinka [0,15] = 9
Pokrycie odcinka [5,15] = 5
Dodanie odcinka [5,15]
Pokrycie odcinka [0,15] = 14
Usuniecie odcinka [1,10]
Pokrycie odcinka [0,15] = 10

Listing 6.15: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 6.14. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie¢ w pliku covertree.cpp

01 int main() {
02 int wi, w2, w3;
// Skonstruuj drzewo pokryciowe dla przedziatu [0..15]
03 CoverTree tree(4);
// Wczytaj polecenia i wykonaj je...
04  while(cin >> wl >> w2 >> w3) {
05 if (w1 ==0) {
// Operacja dodawania nowego odcinka
06 tree.Add (w2, w3, 1);
07 cout << "Dodanie odcinka [" << w2 << "," << w3 << "]" << endl;
08 } elseif (w1 == 1) {
// Operacja usuwania odcinka
09 tree.Add (w2, w3, -1);
10 cout << "Usuniecie odcinka [" << w2 << "," << w3 << "]" << endl;
11 } else
// Wyznaczanie pokrycia na przedziale [w2..w3]
12 cout << "Pokrycie odcinka [" << w2 << "," << w3 <<
13 "] = " << tree.Find(w2, w3) << endl;
14 }
15 return O;
16 }
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6.3. Binarne drzewa statyczne dynamicznie alokowane

W poprzednich kilku rozdziatach przedstawiliémy proste w realizacji struktury danych, bazu-
jace na statycznych drzewach binarnych poszukiwan. Struktura tych drzew jest tatwa w
uzyciu — bez wigkszych probleméw mozna zmieniaé zestaw operacji przez nie realizowanych.
Jednak wielka wada tych drzew jest fakt, iz zuzycie pamieci (oraz czas konstrukeji drzewa)
jest liniowy ze wzgledu na wielko$é dziedziny, z ktorej pochodza elementy. W przypadku
gestego wykorzystania elementéw z dziedziny nie stanowi to wielkiego problemu, jednak w
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przypadku, gdy elementy, ktore sa wstawiane do drzewa, umieszczone sa stosunkowo rzad-
ko, to moze si¢ okazaé, ze nie dysponujemy odpowiednia iloécia pamieci, aby skonstruowac
odpowiednie drzewo. Przygladajac sie strukturze drzewa statycznego z rysunku 6.2.b widac,
ze wiele wierzchotkow takich drzew jest przez wiekszosé czasu dzialania programu zupelnie
niepotrzebnych. Zmodyfikowana struktura danych, dobrze zachowujaca sie w takiej sytuacji
jest przedstawione w niniejszym rozdziale drzewo statyczne alokowane dynamicznie. Drzewo
takie (przyklad przedstawiony jest na rysunku 6.2.c) nie tworzy podczas konstrukeji weztéw
dla wszystkich elementow dziedziny. Wezly te sa konstruowane dopiero w momencie, gdy sa
faktycznie potrzebne, co w wielu przypadkach oznacza, ze znaczna ich cze$é¢ nigdy nie zostanie
skonstruowana. Podejscie takie jednak istotnie komplikuje implementacje¢ struktury — wezty
wewnetrzne musza pamieta¢ wskazniki na swoich synéow — w przypadku drzew statycznych
swskazniki” te byly wyliczane na podstawie numeru wezta — synowie wezta k mieli numery
2xk oraz 2x k + 1.

Drzewa dynamicznie alokowane zaprezentujemy na przyktadzie drzew pokryciowych, omo-
wionych w poprzednim podrozdziale. Drzewa te umozliwiaja nam realizowanie takich oper-
acji, jak wstawianie oraz usuwanie odcinkéw oraz wyznaczanie obszaru przez nie pokrytego.

Implementacja tych drzew jest realizowana przez strukture CoverBTree, ktorej kod zrodio-
wy znajduje si¢ na listingu 6.16. Przykladowe uzycie tej struktury danych zostato zaprezen-
towane na listingu 6.17.

Listing 6.16: Implementacja struktury CoverBTree.

// Struktura umozliwia dodawanie i usuwanie odcinkéw oraz wyznaczanie obszaru
// przez nie pokrytego

01 struct CoverBTree {

// Struktura wierzcholka drzewa

02  struct Vert {

// Wskazniki na odpowiednio lewego i prawego syna

03 Vert *s[2];

// Zmienna v reprezentuje pokryty obszar aktualnego wierzchotka, natomiast

// c zlicza liczbe odcinkéw, ktére pokrywajg w catoSci przedziat

// reprezentowany przez wierzchotek

04 int v, c;

05 Vert() {

06 s[lv=c=0] =s[1] = 0;
07 }

08 };

// Korzen drzewa

09 Vert *root;

// WartosS¢ reprezentujaca poczatek i koniec przedziatu, dla ktérego zostalo

// skonstruowane drzewo

10 int zp, zk;

// Funkcja usuwa pamieé zaalokowang dla danego wierzcholka oraz jego poddrzewa
11 void Rem(Vert * p) {

12 if (p) {

13 Rem(p->s[0]);
14 Rem(p->s[1]);
15 delete p;

16 }

17}
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Listing 6.16: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

//
18
19
20
!/
21
22
23
//
!/
//
24
//
!/
//
25
26
//
!/
27
28
29
!/
30
31
32
33
//
34
35
36
37
38
!/
//
!/
39
40
41
//
!/
42
43
44
45
46
47
//

Destruktor zwalnia catg pami¢é przydzielong na drzewo
~CoverBTree () {
Rem(root) ;
}
Konstruktor tworzy nowe drzewo dla przedziatu [p..k]
CoverBTree(int p, int k) : zp(p), zk(k) {
root = new Vert;
}
Zmienne pomocnicze dla operatoréw (przypisywane sg im odpowiednio poczatek i
koniec odcinka oraz licznik okreslajacy ile kopii odcinka jest dodawanych /

usuwanych)
int pp, kk, cc;
Funkcja pomocnicza dla Add, dodajaca lub usuwajaca odcinek [pp..kk].

Parametry p i k oznaczajg przedziat, ktéry reprezentuje wierzchoiek
v
void Ad(int p, int k, Vert * v) {
if (kk <=p || pp >= k) return;
Jesli odcinek w catosci pokrywa aktualny przedzial, to nastepuje
modyfikacja zmiennej c aktualnego wierzchoika
if (p >= pp && k <= kk) v->c += cc;
else {
intc=(p+ k) /2
Jesli odcinek zachodzi na przedziat lewego syna, to aktualizuj go
if (pp <= ¢) {
if (1v->s[0]) v->s[0] = new Vert;
Ad(p, ¢, v->s[0]);
}
Jesli odcinek zachodzi na przedziat prawego syna, to aktualizuj go
if (kk >= ¢) {
if (lv->s[1]) v->s[1] = new Vert;
Ad(c, k, v->s[1]);

}

Aktualizacja pokrycia przedzia*u. Jesli zmienna c jest dodatnia, to
odcinek jest pokryty w catosci, a jesli nie, to wielkoS¢ jego pokrycia jest
zalezna od jego syndéw
v->v = v->c 7 k - p :
(v=>s[0] ? v=>s[0]->v : 0) + (v->s[1] ? v->s[1]->v : 0);
}
Funkcja dodaje lub usuwa z drzewa odcinek [p..k]. Parametr c okresla,
czy odcinek jest dodawany (1), czy usuwany (-1)
void Add(int p, int k, int c) {

PP = P;
kk = k;
cc = c;

Ad(zp, zk, root);

}

Funkcja pomocnicza, wyznaczajgca wielkos¢ pokrycia przedziatu [pp..kk]
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Listing 6.16: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

48 int Fi(int p, int k, Vert * v) {

// Jesli wierzcholek nie istnieje lub jego przedzial jest roztaczny z

// odcinkiem to wyjdz

49 if (v || p >=kk || k <= pp) return 0;

// Jes§li przedzial jest pokryty w catosci, to zwrd¢ wielkoS¢ przeciecia z
// odcinkiem

50 if (v->c) return min(k, kk) - max(p, pp);

// Je§li odcinek zawiera caly przedziat, to zwrdé pokrycie przedzialu
51 if (p >= pp && k <= kk) return v->v;

// Wyznacz pokrycie dla obu synéw

52 intc=(p+ k) / 2;

53 return Fi(p, ¢, v->s[0]) + Fi(c, k, v->s[1]);

54}

// Funkcja wyznaczajaca pokrycie przedziatu [p..k]
55 int Find(int p, int k) {

56 PP = P;

57 kk = k;

58 return Fi(zp, zk, root);
59 }

60 };

Listing 6.17: Przyklad wykorzystania struktury danych CoverBTree

Pokrycie odcinka [0,1000000000] = 0
Dodanie odcinka [1,10000]

Pokrycie odcinka [0,1000000000] = 9999
Pokrycie odcinka [5,100000] = 9995
Dodanie odcinka [5,50000]
Pokrycie odcinka [0,100000]
Usuniecie odcinka [1,10000]
Pokrycie odcinka [0,100000] = 49995

49999

Listing 6.18: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 6.17. Pelny kod
zrodlowy programu znajduje sie w pliku coverbtree. cpp

01 int main() {

02 int wi, w2, w3;

// Skonstruuj dynamiczne drzewo pokryciowe dla przedziatu [0..10A9]
03 CoverBTree tree(0, 1000000000) ;

// Wczytaj polecenia i wykonaj je...

04  while(cin >> wl >> w2 >> w3) {

05 if (w1 ==0) {

// Operacja dodawania nowego odcinka

06 tree.Add (w2, w3, 1);

07 cout << "Dodanie odcinka [" << w2 << "," << w3 << "]" << endl;
08 } elseif (w1 == 1) {

// Operacja usuwania odcinka

09 tree.Add (w2, w3, -1);
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Listing 6.18: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

10 cout << "Usuniecie odcinka [" << w2 << "," << w3 << "]" << endl;
11 } else

// Wyznaczanie pokrycia na przedziale [w2..w3]

12 cout << "Pokrycie odcinka [" << w2 << "," << w3 <<

13 "] = " << tree.Find(w2, w3) << endl;

14 }

15 return O;

16 }
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Zadanie: Marsjanskie mapy
Pochodzenie: Rozwiazanie:
Olimpiada Informatyczna Krajow Baltyckich 2001 mars.cpp

W roku 2051 przeprowadzonych zostato kilka ekspedycji na Marsie, w wyniku czego stworzone
zostaly mapy zbadanych obszaréw. BaSA (Baltic Space Agency) chce stworzyé¢ mape calej
planety — w celu okreslenia kosztoéw operacji, nalezy policzy¢ obszar planety, dla ktérej mapy
zostaly juz skonstruowane. Twoim zadaniem jest napisaé taki program.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejécia opis map,
e wyznaczy sumaryczny obszar pokryty przez mapy,

e wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera jedna liczbe catkowita n (1 < n < 10000), oz-
naczajaca liczbe dostepnych map. Kazdy z kolejnych n wierszy zawiera cztery liczby catkowite
— Z1,Y1,%2, Y2 (0 < 21 < 292 < 1000000, 0 < y1 < y2 < 1000000). (x1,y1) oraz (x2,ys2) sa
wspolrzednymi odpowiednio dolnego-lewego oraz gérnego-prawego rogu obszaru znajdujacego
sie na mapie. Wszystkie mapy sa prostokatne, a ich boki sa rownolegte do osi x i y.

Wyjscie
Twdj program powinien wypisaé na standardowe wyjscie doktadnie jedna liczbe catkowita —
zbadany obszar planety.

Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:

2
10 10 20 20
15 15 25 30

Poprawnym rozwiazaniem jest:

H 225

Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie ‘ Trudne H

H ‘ acm.uva.es - zadanie 688 ‘ H
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6.4. Wzbogacane drzewa binarne

Po wnikliwej analizie poprzednich rozdzialow uwazny czytelnik H
zaobserwuje, ze istnieje duze podobienstwo pomiedzy poszczegdl-
nymi rodzajami prezentowanych drzew. Pomimo réznych operacji
przez nie realizowanych, w wiekszosci przypadkéw sposdéb wyz-
naczania dodatkowych informacji, ktére umozliwiaja efektywna re-
alizacje tych operacji, jest taki sam — wartos¢ informacji w wezle wewnetrznym drzewa jest
zalezna wytacznie od tego wezla oraz od jego synéw. Mozna w takim wypadku stworzy¢ sz-
ablon, pozwalajacy na konstruowanie réznego rozdzialu drzew, ktérych funkcje wstawiania
oraz usuwania weztéw beda identyczne, a jedyne roéznice polega¢ beda na zasobie informacji
przechowywanych w weztach oraz na sposobie wyliczania ich wartosci. Réznice pojawiaé sie
rowniez beda w zakresie zbioru funkcji, pozwalajacych na realizacje dodatkowych operacji.
Implementacja tych funkcji jest jednak prosta, gdyz nie sa w nich dokonywane modyfikac-
je struktury drzewa (dodawania i usuwania wierzchotkéw). W niniejszym rozdziale przed-
stawimy dwie takie struktury danych. Pierwsza z nich beda wzbogacane drzewa binarnych
poszukiwan, o ktorych wiadomo, ze w pesymistycznych przypadkach czas wykonywania op-
eracji moze by¢ liniowy. Nastepnie przedstawimy modyfikacje tych drzew, ktére beda réznity
sie realizacja funkcji wstawiania nowych weztéw — modyfikacja polega na wykonywaniu
losowych zmian struktury drzewa, majacych na celu zapobieganie zbytniemu rozrastaniu sie
drzewa w glab.

Przedstawiona na listingu 6.19 implementacja struktury BST stanowi klasyczna realizacje
binarnego drzewa wyszukiwan. Gléwna zaleta tej implementacji jest mozliwos¢ okreslenia
dodatkowych informacji, ktore nalezy przechowywaé w wierzchotkach drzewa. Podczas kon-
strukcji drzewa BST podaje sie strukture element, ktéra ma byé czeScia tworzonych wierz-
chotkéw oraz okresla sie dwie funkcje f i ¢g. Zadaniem funkcji f o sygnaturze int f (const
element&, const element&) jest okreslanie liniowego porzadku na zbiorze elementéw prze-
chowywanych w drzewie. Jesli element okreslony przez pierwszy parametr jest wickszy od el-
ementu drugiego, to funkcja ta powinna zwracaé¢ wartos¢ 1. Jesli element drugi jest mniejszy
od pierwszego, to wartoscia zwracana jest 0, natomiast jesli elementy sa réwne, to funke-
ja powinna zwréci¢é —1. Druga funkcja — g, o sygnaturze void g(element*, elementx,
element*) przyjmuje jako parametry trzy wskazniki na wierzchotki drzewa — odpowied-
nio ojca oraz jego lewego i prawego syna (w przypadku, gdy ktéry$ z synéw nie istnieje,
to odpowiedni wskaznik ma warto$¢ 0). Zadaniem funkcji jest zaktualizowanie informacji
wierzchotka-ojca na podstawie informacji z jego synéw. Przykladowa implementacja drzew
pozycyjnych, pozwalajaca na wyszukiwanie k-tego najmniejszego elementu w drzewie, ktéra
bazuje na strukturze BST zostata przedstawiona na listingu 6.20.

Literatura H
[WDA] - 15
[SZP] - 6.2.2, 6.2.3

Listing 6.19: Implementacja struktury BST

// Implementacja struktury BST

01 template <typename _T> struct BST {
// Struktura wezta drzewa

02  struct Ve {

// Wskazniki na lewego i prawego syna

03 Ve xs[2];

// Pole e zawiera element przechowywany w wezle
04 T e;

05 ve() {

06 s[0] = s[1] = 0;
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Listing 6.19: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

07}

// sygnatury funkcji do pordéwnywania elementéw oraz do aktualizacji ich
// zawartosci

08 #define _Less int (*Less)(const _T&, const _T&)

09 #define _Upd void (*Upd)(_T*, _T*, _T*)

10 _Less;

11 _Upd;

// Korzen drzewa oraz dodatkowa zmienna pomocnicza

12 Ve *root, *v;

// Wektor wskaznikéw do wezléw drzewa, wykorzystywany do wyznaczania Sciezki od
// przetwarzanego wezta do korzenia drzewa

13 vector<Ve *> uV;

// Funkcja usuwa dany wezel wraz z jego catym poddrzewem

14 void Rem(Ve * p) {

15 if (p) {

16 REP(x, 2) Rem(p->sl[x]);
17 delete p;

18 }

19 }

// Destruktor drzewa zwalnia zaalokowanag pamiegc

20  ~BSTO {

21 Rem(root) ;

22 }

// Konstruktor drzewa przyjmuje jako parametry dwie funkcje - funkcje

// okreslajaca porzadek na elementach oraz funkcje stfuzaca do aktualizowania
// informacji elementéw

23  BST(_Less, Upd) : Less(Less), Upd(Upd) {

24 root = 0;

2%}

// Funkcja aktualizuje warto$ci elementéw, znajdujacych sie na Sciezce od
// ostatnio przetwarzanego wezta do korzenia drzewa

26 void Update() {

27 for (int x = SIZE(uV) - 1; x >= 0 && (v = uV[x]); x—-)

28 Upd (&v->e, v=>s[0] ? &(v->s[0]->e) : 0, v->s[1] ? &(v->s[1]->e) : 0);
29 uV.clear();

30 }

// Funkcja pomocnicza wyszukujaca wezel w drzewie zawierajacy zadany element
31 Ve #Find(const -T & e, bool s) {

32 vV = root;

33 if (s) uv.PB(v);

34 for (int c; v && (-1 '= (c = Less(v->e, e)));) {
35 if (s) uV.PB(v);

36 v = v->s[c];

37 }

38 return v;

39 }

// Funkcja wyszukuje zadany element w drzewie
40  _T xFind(const T & e) {
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Listing 6.19: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

41 return (v = Find(e, 0)) ? &(v->e) : 0;

42}

// Funkcja wstawia zadany element do drzewa

43 void Insert(const T & e) {

// Jesli drzewo nie jest puste...

44 if (root) {

// Znajdz odpowiednie miejsce w drzewie dla dodawanego elementu i go dodaj
45 Find(e, 1);

46 v = uV.back();

47 int cmp = Less(v->e, e);

48 if (cmp != -1) uV.PB(v = v->s[cmp] = new Ve);
49 }

// Stwérz nowy korzen drzewa z zadanym elementem

50 else uV.PB(v = root = new Ve);

51 v->e = e;

// Zaktualizuj elementy na Sciezce od dodanego elementu do korzenia
52 Update () ;

53}

// Funkcja usuwa z drzewa wezel zawierajacy zadany element

54  bool Delete(const T & e) {

55 Ve *c = Find(e, 1), x*k;

// Jesli elementu nie ma w drzewie, to przerwij
56 if (1c) {

57 uV.resize(0);

58 return 0;

59 }

60 if (¢ !'= root) uV.PB(c);

// Je§li wezet ma obu synéw, to musi nastapié zamiana elementdéw w wezZle

// aktualnym z kolejnym elementem. ..

61 if (c->s[0] && c->sl1]) {

62 for (k = c->s[1]; k->s[0]; k = k->s[0])
63 uV.PB(k);

64 uV.PB(k);

65 c->e = k->e;

66 c = k;

67 }

// Usuniecie odpowiednich wezléw z drzewa

68 if (SIZE(uV) > 1)

69 (k = uV[SIZE(uV) - 2]1)->s[k->s[0] != c] = c->s[0] ? c->s[0] : c->s[1];
70 else root = ¢c=>s[0] ? c->s[0] : c->s[1];
// Aktualizacja elementéw na Sciezce

71 Update() ;

72 delete c;

73 return 1;

4}

75}
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Listing 6.20: Przyktad wykorzystania struktury BST.

Dodawanie do drzewa elementu 10
Dodawanie do drzewa elementu 15
1 statystyka pozycyjna to: 10

2 statystyka pozycyjna to: 15
Dodawanie do drzewa elementu 1
1 statystyka pozycyjna to: 1

2 statystyka pozycyjna to: 10

3 statystyka pozycyjna to: 15

W drzewie nie ma wezla bedacego 4 statystyka pozycyjna
Usuwanie z drzewa elementu 10

2 statystyka pozycyjna to: 15

Listing 6.21: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 6.20. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie¢ w pliku bst. cpp

// Element stanowigcy zawartos¢ wierzchotkéw drzewa
01 struct Element {

02 int val, stat;

03 };

// Funkcja okreslajaca porzadek na wierzchotkach drzewa
// w kolejnosci rosnacych wartosci val

04 int Cmp(const Element &a, const Element &b) {

05 return (a.val == b.val) ? -1 : a.val < b.val;
06 }

// Funkcja aktualizujgca wartosS¢ stat wierzchorka

07 void Update (Element *p, Element *1s, Element *rs){
08 p->stat = 1 + (1s ? 1ls->stat : 0);

09 }

// Funkcja zwraca wskaznik do elementu drzewa,

// stanowiacego k-ta statystyke pozycyjna

10 Element* Stat(BST<Element> &t, int k) {

11 VAR(v, t.root);

12 while(v && k != v->e.stat) {

13 if (v->s[0] && v->s[0]->e.stat >= k) v = v->s[0];
14 else {

15 if (v->s[0]) k -= v->s[0]->e.stat;

16 k-—;

17 v = v=>s[1];

18 }

19 }

20 return v 7 &(v->e) : 0;

21}

22

23 int main() {

// Skonstruuj drzewo binarne wzbogacajac je obiektami typu Element
// oraz wykorzystujac funkcje Cmp i Update

24 BST<Element> Tree(Cmp,Update) ;
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Listing 6.21: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

25 Element e, *p;

26 int cmd;

// Wczytaj operacje do wykonania i je wykonaj
27  while(cin >> cmd >> e.val) {

28 if (cmd == 0) {

29 Tree.Insert(e);

30 cout << "Dodawanie do drzewa elementu " << e.val << endl;
31 } else if(cmd == 1) {

32 cout << "Usuwanie z drzewa elementu " << e.val << endl;
33 Tree.Delete(e);

34 } else {

35 p = Stat(Tree, e.val);

36 if ('p)

37 cout << "W drzewie nie ma wezla bedacego " << e.val <<
38 " statystyka pozycyjna" << endl;

39 else cout << e.val << " statystyka pozycyjna to: " << p->val << endl;
40 }

41 }

42 return 0;

43 }

Implementacja randomizowanych drzew binarnych, ktorych kod Zrodtowy przedstawiony jest
na listingu 6.22, rézni si¢ od BST tym, ze podczas wykonywania operacji wstawiania do drzewa
nowych elementéw, wykonywane sa losowe rotacje. W pozostalych operacjach, wykorzystanie
drzew RBST jest dokladnie takie samo jak BST — przyklad przedstawiony zostal na listingu
6.23.

Listing 6.22: Implementacja struktury RBST

// Implementacja struktury RBST

001 template <typename _T> struct RBST {
// Struktura wezla drzewa

002  struct Ve {

// Wskazniki na lewego i prawego syna

003 Ve *s[2];

// Pole e zawiera element przechowywany w wezle

004 T e;

// Zmienna wykorzystywana do realizacji rotacji na drzewie
005 int w;

006 Ve {sl[0] = s[1] = 0;}

007 };

// Sygnatury funkcji do pordwnywania elementéw oraz do aktualizacji ich zawartosci
008 #define _Less int (*Less)(const _T&, const _T&)

009 #define _Upd void (*Upd)(_T*, _T*, _T*)

010 _Less;

011 _Upd;

// Korzen drzewa oraz dodatkowa zmienna pomocnicza

012 Ve *root, *v;
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Listing 6.22: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// Wektor wskaznikéw do weziéw drzewa wykorzystywany do wyznaczania Sciezki
// od przetwarzanego wezta do korzenia drzewa

013 vector<Vex> uV;

// Funkcja usuwa dany wezel wraz z jego catym poddrzewem

014  void Rem(Vex p) {

015 if (p) {

016 REP(x,2) Rem(p->s(x]);
017 delete p;

018 }

019 1}

// Destruktor drzewa zwalnia zaalokowanag pamiec

020  ~RBST(Q) {

021 Rem(root) ;

022 }

// Konstruktor drzewa przyjmuje jako parametry dwie funkcje - okreslajaca porzadek
// na elementach oraz stuzacg do aktualizowania informacji elementéw

023  RBST(Less, _Upd) : Less(Less), Upd(Upd) {

024 root = 0;

025 }

// Funkcja aktualizuje wartosci elementéw znajdujacych sie na Sciezce od ostatnio
// przetwarzanego wezta do korzenia drzewa

026  void Update (vector<Vex> &uV) {

027 for(int x = SIZE(uV) - 1; x >= 0 && (v = uwV[x]); x—-) {

028 v=>w = 1 + (v=>s[0] ? v->s[0]->w : 0) + (v=->s[1] ? v->s[1]->w : 0);
029 Upd (&v->e, v=>s[0] ? &(v->s[0]->e) : O,

030 v->s[1] ? &(v->s[1]->e) : 0);

031 }

032 uV.clear();

033 }

// Funkcja pomocnicza wyszukujaca wezel w drzewie zawierajacy zadany element
034 Ve* Find(const T& e, bool s) {

035 vV = root;

036 if (s) uV.PB(v);

037 for(int c; v && (-1 '= (c = Less(v->e, e)));) {
038 v = v->s[c];

039 if (s) uV.PB(v);

040 }

041 return v;

042 }

// Funkcja wyszukuje zadany element w drzewie

043  _T* Find(const T& e) {

044 return (v = Find(e,0)) ? &(v->e) : 0;

045 }

// Poniewaz operacja wykonywania rotacji na drzewie wymaga przechowywania

// w weztach informacji na temat wielkosSci poddrzew, zatem informacje tag mozna
// wykorzystac¢ do wyznaczania statystyk pozycyjnych

046  _T* StatPos(int nr) {

047 Ve*x v = root;
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Listing 6.22: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

048 if ('v || v=>w < nr) return 0;

049 while (v && nr>0) {

050 if (v->s[0] && v->s[0]->w >= nr)
051 v = v->s[0];

052 else {

053 if (v->s[0]) nr -= v->s[0]->w;
054 if (--nr) v = v->s[1];

055 1

056 }

057 if (!v) return 0;

058 return & (v->e);

059 }

// Funkcja pomocnicza wykonujaca rotacje na drzewie w celu jego réwnowazenia
060  Vex AtRoot(Vex p, const _T& e) {

061 Vex d = new Ve, *a, xt, *r=0;
062 vector<Ve*> Up[2];

063 d->e = e;

064 int z = Less(p->e, e);

065 a= (t =p->slz];

066 p—>slz] = 0;

067 d->s[1 - z] = t;

068 d->slz] = a;

069 Upl[l - z].PB((r = d)->s[1 - z]);
070 while(a) {

071 if (Less(e, a->e) == z) {
072 Up[z] .PB(r=a);

073 a = a->s[1-z];

074 } else {

075 r->s[r->s[0] !'= a] = 0;
076 t->s[(t == d) A z] = a;
077 t =r;

078 z=1-z;

079 }

080 }

081 REP(x, 2) Update(Up[x]);

082 uV.PB(d);

083 return d;

084 }

// Funkcja wstawia zadany element do drzewa
085  void Insert(const -T& e) {

086 if ('root) {

087 uV.PB(root = new Ve);
088 root->e = e;

089 } else if (v = Find(e, 1))
090 v->e = e;

091 else {

092 uV.clear();

093 vV = root;
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Listing 6.22: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

094 int cmp = 0;

095 while(v && rand() % (v->w + 1)) {

096 uV.PB(v) ;

097 v = v->s[cmp = Less(v->e, e)];

098 }

099 if (1v) {

100 uV.PB(v = uV.back()->s[cmp] = new Ve);
101 v->e = e;

102 } else

103 SIZE(uV) ? uV.back()->s[cmp] = AtRoot(v, e) : root = AtRoot(v, e);
104 }

105 Update (uV) ;

106 }

// Funkcja usuwa okreslony element z drzewa
107 bool Delete(const T& e) {

108 Vex ¢ = Find(e, 1), x*k;

109 if (1e) {

110 uV.clear();

111 return 0;

112 }

113 if (c->s[0] && c->sl1]) {

114 for(k = c->s[1]; k->s[0]; k = k->s[0]) uV.PB(k);
115 uV.PB(k);

116 c->e = k->e;

117 c = k;

118 }

119 if (SIZE(uv) >=2)

120 (k = uV[SIZE(uV) - 2])->s[k->s[0] != c] = c->s[0] ? c->s[0]
121 else

122 root = ¢c->s[0] ? c->s[0] : c->s[1];

123 Update (uV) ;

124 delete c;

125 return 1;

126}

127 };

: c->s[1];

Listing 6.23: Przyktad wykorzystania struktury RBST.

W drzewie nie ma odcinka zawierajacego punktu 7
Dodawanie do drzewa odcinka (5,10)

Punkt 7 zawiera odcinek (5,10)

W drzewie nie ma odcinka zawierajacego punktu 2
Dodawanie do drzewa odcinka (1,20)

Punkt 2 zawiera odcinek (1,20)

Usuniecie z drzewa odcinka (1,20)

W drzewie nie ma odcinka zawierajacego punktu 2
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Listing 6.24: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 6.23. Pelny kod
zrodlowy programu znajduje si¢ w pliku rbst. cpp

// Element stanowigcy zawartosé wierzchotkéw drzewa

01 struct Element {

// Lewy i prawy koniec odcinka oraz maksimum z koncéw odcinkéw z poddrzewa
02 int 1, r, mr;

03 };

// Funkcja okreslajaca porzadek liniowy na elementach

04 int Cmp(const Element &a, const Element &b) {

05 if (a.1 == b.1 && a.r == b.r) return -1;

06 return (a.1 == b.1) ? a.r < b.r : a.1l < b.1;

07 }

// Funkcja aktualizujaca warto$S¢ mr elementéw

08 void Update (Element *p, Element *1s, Element *rs){

09 p->mr = p->r;

10 if (1s) p->mr = max(p->mr, ls->mr);

11 if (rs) p->mr
12 }

13

// Funkcja znajduje odcinek zawierajacy punkt o wspéirzednej k
14 Element* Find (RBST<Element> &t, int k) {

15 VAR(v, t.root);

16  while(v) {

max (p->mr, rs->mr);

17 if (v->e.1 <=k && v->e.r >= k) return & (v->e);

18 v = (v=>s[0] && v->s[0]->e.mr >= k) ? v->s[0] : v->s[1];
19 }

20 return 0;

21}

22

23 int main() {

// Skonstruuj randomizowane drzewo binarne wzbogacone obiektami typu Element
// oraz wykorzystujac funkcje Cmp i Update

24 RBST<Element> Tree(Cmp, Update);

25 Element e, *p;

26 int cmd;

// Wczytaj operacje do wykonania i je wykonaj

27  while(cin >> cmd >> e.1) {

28 if (cmd == 0) {

29 cin >> e.r;

30 Tree.Insert(e);

31 cout << "Dodawanie do drzewa odcinka ("

32 << e.l << "," << e.r << ")" << endl;
33 } else if(cmd == 1) {

34 cin >> e.r;

35 cout << "Usuniecie z drzewa odcinka ("

36 << e.l << "," << e.r << ")" << endl;
37 Tree.Delete(e);

38 } else {
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Listing 6.24: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

39 p = Find(Tree, e.1);

40 if (!p) cout << "W drzewie nie ma odcinka zawierajacego punktu "
41 << e.l << endl;

42 else cout << "Punkt " << e.l << " zawiera odcinek ("

43 << p—>1 << "M <K< pe>r << ") << endl;

44 }

45 }

46 return 0;

47 }

Zadanie: Puste prostopadtosSciany
Pochodzenie: Rozwiazanie:
VI Olimpiada Informatyczna cuboids.cpp

Prostopadtoscian nazwiemy regularnym, gdy:
e jednym z jego wierzchotkéw jest punkt o wspolrzednych (0,0, 0),

e krawedzie wychodzace z tego wierzchotka leza na dodatnich poétosiach uktadu wspétrzed-
nych,

e krawedzie te maja diugoéci nie wicksze niz 10°

Dany jest zbiér A punktéw przestrzeni, ktorych wszystkie wspolrzedne sa calkowite i naleza
do przedziatu [1..10°]. Szukamy prostopadloscianu regularnego o maksymalnej objetosci,
ktéry w swoim wnetrzu nie zawiera zadnego punktu ze zbioru A. Punkt nalezy do wnetrza
prostopadloécianu, jezeli jest punktem prostopadtoscianu, ale nie jego $ciany.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wezyta wspdirzedne punktéw ze zbioru A,

e wyznaczy jeden z prostopadtoscianéw regularnych o maksymalnej objetosci, nie zaw-
ierajacy w swoim wnetrzu punktow ze zbioru A,

e wypisze wynik

Wejscie

W pierwszym wierszu znajduje si¢ jedna calkowita nieujemna liczba n, n < 5000, bedaca
liczba elementéw zbioru A. W kolejnych n wierszach znajduja sie trojki liczb catkowitych z
przedziatu [1..10%] bedace wspotrzednymi (odpowiednio x, y i z) punktéw ze zbioru A. Liczby
w wierszu pooddzielane sa pojedynczymi odstepami.

Wyjscie
W pierwszym i jedynym wierszu powinny znalez¢é sie trzy liczby catkowite oddzielone poje-

dynczymi odstepami, bedace wspotrzednymi (odpowiednio x, y i z) wierzchotka znalezionego
prostopadtoscianu regularnego, ktéry ma wszystkie wspélrzedne dodatnie.
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Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:

4

3 3 300000

2 200000 5
90000 3 2000
2 2 1000

Poprawnym rozwiazaniem jest:

“IOOOOOO 200000 1000

Cwiczenia

H Proste

Srednie

Trudne

acm.uva.es - zadanie 10869
acm.sgu.ru - zadanie 193

spoj.sphere.pl - zadanie 382
acm.sgu.ru - zadanie 199
acm.uva.es - zadanie 221

acm.sgu.ru - zadanie 263
acm.uva.es - zadanie 501
spoj.sphere.pl - zadanie 205
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Rozdziat 7

Algorytmy tekstowe

W tym rozdziale oméwimy rézne algorytmy tekstowe — wiek- Il
szo$¢ z nich jest zwiazana z zagadnieniem wyszukiwania wzor-
ca. Zaprezentujemy miedzy innymi algorytm KMP, pozwalajacy [EAT] - 5
na znajdowanie wszystkich wystapien wzorca w tekscie oraz jego [WDA] - 34
modyfikacje, umozliwiajaca wyszukiwanie wielu wzorcow jednocze- [ASD] - 5

$nie.

Przedstawimy réwniez problemy wyznaczania maksymalnego
leksykograficznie sufiksu stowa, wyliczania promieni palindroméw bedacych podstowami dane-
go stowa, wyszukiwania minimalnej leksykograficznej cyklicznosci stowa oraz sprawdzania, czy
dwa dane stowa sa rownowazne cyklicznie.

Bardzo wazna czescia rozdziatu jest prezentacja implementacji drzew sufiksowych —
struktury danych o liniowej wielkosci, ktora umozliwia reprezentacje wszystkich sufiksow
danego stowa. Struktura ta pozwala na efektywne rozwiazywanie wielu probleméw tekstowych,
takich jak zliczanie liczby wystapien wzorca w tekscie, wyznaczanie najdluzszego wspdlnego
podstowa wielu stéw, czy znajdowanie najdtuzszych podstéw wystepujacych okreslona liczbe

razy.
Dla danego stowa s o dlugosci n kolejne litery tego stowa bedziemy numerowali od 1 do n
i oznaczac¢ je bedziemy poprzez sy, s2,...,S,. W niektorych rozdzialach beda przedstawiane

algorytmy, ktérych czas dzialania zaleze¢ bedzie od wielkosci alfabetu (wyznaczanie krawedzi
wychodzacych z wierzchotkéw etykietowanych literami wymaga wyszukania ich w stowniku,
co zajmuje czas logarytmiczny ze wzgledu na liczbe liter). W przypadku tego typu algorytméw
bedziemy pomijali logarytmiczny czynnik podczas analizy ztozonosci realizowanych operacji.

7.1. Algorytm KMP

Zalézmy, ze mamy dane dwa teksty s oraz t i chcemy znalezé H Literatura H
wystapienie (ewentualnie wiele wystapien) ¢ w s. Problem tego [WDA] - 34.4
typu nazywamy wyszukiwaniem wzorca t w tekscie s. ’

Wyszukiwanie wzorca w tekécie mozna zrealizowa¢ w bardzo [EAT] - 3.1
prosty sposéb. Dla kazdej pozycji przeszukiwanego tekstu moz- [ASD] - 5.1.2

na sprawdzié¢, czy kolejne jego litery, poczynajac od tej pozycji,

zgadzaja sie z literami wyszukiwanego wzorca. Implementacja takiego podejscia zajmuje
dostownie dwie linijki, ale niestety zlozonos¢ algorytmu jest w pesymistycznym przypadku
kwadratowa, cho¢ w srednim przypadku dziata bardzo szybko. Wyszukujac wzorca postaci
a"b w tekécie a®*™ (zapis a" oznacza n-krotna konkatenacje a), dla pierwszych n pozycji
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bedzie wykonywanych po n poréwnan ze wzorcem, zanim nastapi znalezienie niezgodnosci
pomiedzy literami a i b. Obserwujac dziatanie takiego algorytmu widaé, ze wiele poréwnan
mogto by zosta¢ pominietych na podstawie wiedzy uzyskanej o tekstach podczas wykonywania
poprzednich krokéw algorytmu. Istnieje mozliwosé skonstruowania algorytmu dzialajacego w
czasie liniowym, wykorzystujacego te wiedze.

Algorytm KMP (ktérego nazwa pochodzi od nazwisk jego autoréw — Knutha, Morrisa i
Pratta) stuzy do wyszukiwania wzorca w tekscie w czasie liniowym. Jest on stosunkowo prosty
w implementacji — do swojego dziatania wykorzystuje tzw. tablice prefiksowa, ktora jest wyz-
naczana dla wyszukiwanego wzorca. Dla k-tej litery wzorca ¢, odpowiednia wartosé¢ tablicy jest
rowna dlugosci najdtuzszego wlasciwego prefiksu stowa t1ts . . . t, bedacego réwnoczesnie jego
sufiksem (tzw. prefikso-sufiks). Dla stowa abca, najdtuzszym wlasciwym prefikso-sufiksem jest
a, natomiast w przypadku stowa abcab jest to ab. W przypadku wzorca abcaba, tablica pre-
fiksowa wyglada nastepujaco: [0,0,0,1,2,1].

Wyznaczanie warto$ci tablicy prefiksowej p dla tekstu ¢ mozna wykonywaé przyrostowo
— na podstawie wartosci p[l],p[2],...,plk — 1] w prosty sposéb wyznaczy¢ mozna wartosé
plk]. Zauwazmy, ze jezeli tp_141 = tx, to wtedy p[k] = p[k — 1] + 1, czyli kolejny prefikso-
sufiks stanowi wydtuzenie prefikso-sufiksu dla stowa o jedna litere krotszego. Jesli natomiast
tplk—1]+1 7 tk, o wOwczas nalezy wyznaczy¢ najdiuzszy prefikso-sufiks stowa #4122 . .. t5—1 taki,
aby litera wystepujaca po nim w stowie ¢ byta rowna t;. Wyznaczenie takiego stowa mozna
wykonaé, sprawdzajac kolejne prefiksy stowa ¢ dlugosci: p[k — 1], p[p[k — 1]],... Jesli w ten
sposéb nie zostanie znaleziony odpowiedni prefikso-sufiks, to p[k] = 0. Poniewaz w kazdym
kroku dtugo$é¢ ostatnio znalezionego prefikso-sufiksu moze wzrasta¢ co najwyzej o 1, zatem
wyznaczanie tablicy prefiksowej mozna zrealizowaé w czasie liniowym ze wzgledu na dtugosé
WZOrca.

Po wyznaczeniu tablicy prefiksowej, wyszukiwanie wzorca w tekscie jest proste — wystar-
czy poréwnywac kolejne litery wzorca i tekstu, pamietajac dlugosé zgadzajacego sie fragmentu
tekstu. Jesli poréwnywane litery wzorca i tekstu sa rézne, to nalezy wykorzystaé tablicg pre-
fiksowa w celu cofniecia si¢ we wzorcu az do momentu znalezienia takich samych liter (krok
ten wyglada podobnie do konstrukeji tablicy prefiksowej).

Prezentowana na listingu 7.1 funkcja void KVMP(const char*, const charx, void ()
(int)) przyjmuje jako parametry: tekst, wyszukiwany wzorzec oraz wskaznik do funkcji
wywolywanej dla kazdego wyznaczonego wystapienia wzorca w tekscie. Przyktad wykorzys-
tania tej funkcji zostat przedstawiony na listingu 7.2.

Listing 7.1: Implementacja funkcji void KMP (const char*, const charx, void (x) (int))

// Funkcja wyszukuje wystapienia wzorca w teksScie i dla kazdego znalezionego
wystapienia wywoXuje funkcje fun

01 void KMP (const char* str,const char* wzo, void (*fun) (int)) {

02 #define KMPH(z) while(k > 0 && wzo[k] != z[q]) k = p[k]; if(wzo[k] == z[q]) k++;
03 int p[strlen(wzo) + 1], k = 0, g, m;

04 pl1l = 0;

// Wyznacz tablice prefiksowg dla wyszukiwanego wzorca

05 for (q = 1; wzolql; g++) {

06 KMPH (wzo) ;

07 plg + 11 = k;
08 }

09 m=q;

10 k = 0;

// Dla kolejnych liter przeszukiwanego tekstu...
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Listing 7.1: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

11 for (q = 0; strlql; g++) {

// Uzywajac tablicy prefiksowej, wyznacz dtugos¢ sufiksu tekstu
// str[0..q], bedacego jednoczesnie prefiksem wzorca

12 KMPH(str) ;

// Jesli wyznaczony prefiks jest réwny dtugosci wzorca, to wywolaj
// funkcje fun dla znalezionego wystapienia wzorca

13 iflm == k) {

14 fun(q - m + 1);
15 k = plk];

16 }

17}

18 }

Listing 7.2: Przyklad wykorzystania funkcji void KMP(const char*, const charx,
void (*) (int))

Wyszukiwanie abab w ababcabdababab

Znaleziono wystapienie wzorca na pozycji 0
Znaleziono wystapienie wzorca na pozycji 8
Znaleziono wystapienie wzorca na pozycji 10

Listing 7.3: Kod Zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 7.2. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie w pliku kmp. cpp

// Funkcja wywotywana dla kazdego znalezionego wystapienia wzorca

01 void Disp(int x) {

02 cout << "Znaleziono wystapienie wzorca na pozycji " << x << endl;
03 }

04 int main() {

05 string pattern, text;

// Wczytaj tekst oraz wyszukiwany wzorzec

06 cin >> text >> pattern;

07  cout << "Wyszukiwanie " << pattern << " w " << text << endl;
// Wyznacz wszystkie wystgpienia wzorca w tekscie

08 KMP (text.c_str(), pattern.c_str(), Disp);

09 return 0;

10 }

Zadanie: Szablon
Pochodzenie: Rozwiazanie:
XII Olimpiada Informatyczna template.cpp

Bajtazar chce umiesci¢ na swoim domu dilugi napis. W tym celu najpierw musi wykonaé
odpowiedni szablon z wycietymi literkami. Nastepnie przyktada taki szablon we wlasciwe
miejsce do Sciany i maluje po nim farba, w wyniku czego na Scianie pojawiaja sie literki
znajdujace sie na szablonie. Gdy szablon jest przylozony do Sciany, to malujemy od razu
wszystkie znajdujace si¢ na nim literki (nie mozna tylko czesci). Dopuszczamy natomiast
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mozliwo$¢, ze ktéras litera na Scianie zostanie narysowana wielokrotnie, w wyniku réznych
przyltozen szablonu. Literki na szablonie znajduja si¢ kolo siebie (nie ma tam przerw). Oczy-
wiscie mozna wykonaé szablon zawierajacy caly napis. Bajtazar chce jednak zminimalizowaé
koszty i w zwiazku z tym wykonaé szablon tak krotki, jak to tylko mozliwe.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejscia napis, ktory Bajtazar chce umiesci¢ na domu,
e obliczy minimalna dlugos¢ potrzebnego do tego szablonu,

e wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym i jedynym wierszu standardowego wejscia znajduje si¢ jedno stowo. Jest to
napis, ktéry Bajtazar chce umieéci¢ na domu. Napis sktada si¢ z nie wiecej niz 500000 oraz
nie mniej niz 1 malej litery alfabetu angielskiego.

Wyjscie
W pierwszym i jedynym wierszu standardowego wyjécia nalezy zapisaé jedna liczbe catkowita
— minimalna liczbe liter na szablonie.

Przyktad

Dla nastepujacego wejscia: Poprawnym rozwiazaniem jest:

ababbababbabababbabababbababbaba 8

ababbaba

ababbaba
ababbaba
ababbaba
ababbaba

ababbababbabababbabababbababbaba

7.2. Minimalny okres stowa

Tablica prefiksowa opisana w ramach algorytmu KMP ma wiele ciekawych wlasnosci. Przy
jej uzyciu mozna przyktadowo wyznacza¢ minimalny okres danego stowa.

Definicja 7.2.1 Okresem stowa s nazywamy takie stowo t, |s| > |t|, dla ktorego istniejg
stowo | oraz liczba naturalna k, takie ze t* = sl. Innymi stowy, s jest prefiksem stowa t*.

Przyktadowo, dla stowa abcabcabe, okresem jest zaréwno stowo abcabe, jak i abe. Mini-

malnym okresem stowa jest najkrotszy okres tego stowa — w powyzszym przyktadzie, na-
jkrotszym okresem jest abce.
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Przypomnijmy teraz definicje tablicy prefiksowej p wyznaczonej dla stowa s o dtugosci n
— plz], x € {1,2,...,n} jest réwne dlugosci najdiuzszego wlasciwego prefikso-sufiksu stowa
5183 ... S.. Korzystajac z tej definicji, mozna w prosty sposéb pokazaé¢, ze dhugosé minimal-
nego okresu stowa s jest réwna n — p[n].

Funkcja int MinPeriod(const charx) przedstawiona na listingu 7.4 przyjmuje jako
parametr tekst, a zwraca dlugos$¢ jego minimalnego okresu. Przyktad jej uzycia zostal przed-
stawiony na listingu 7.5.

Listing 7.4: Implementacja funkcji int MinPeriod (const charx*)

// Funkcja wyznacza dtugo$¢ minimalnego okresu stowa
01 int MinPeriod(const char *s) {

02 int p[strlen(s--) + 1], k = 0, q;

03 plil = 0;

// Dla tekstu s wyznacz funkcje prefiksowa

04 for (q = 2; slql; g++) {

05 while (ki > 0 && slk + 1] !'= slql) k = plk]l;
06 if (slk + 1] == s[ql) k++;

07 plal = k;

08 }

// Minimalny okres tekstu s jest réwny dtugosci s pomniejszonej o diugosc
// maksymalnego prefikso-sufiksu s
09 returnq - plg - 1] - 1;

10 }
Listing 7.5: Przyklad uzycia funkcji int MinPeriod (const charx)
MinPeriod(abcadc) = (abcadc)
MinPeriod(abcabc) = (abc)
MinPeriod(aaaaaa) = (a)
MinPeriod(ababa) = (ab)

Listing 7.6: Kod Zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 7.5. Pelny kod
zrodlowy programu znajduje sie¢ w pliku minperiod. cpp

1 int main() {

2 string text;

// Wczytaj kolejne teksty

3 while(cin >> text) {

// Wyznacz dtugo$¢ minimalnego okresu tekstu oraz wypisz znaleziony wynik

4 cout << "MinPeriod(" << text << ") =" << "(" <<

5 text.substr(0,MinPeriod(text.cstr())) << ")" << endl;
6}

7 return 0;

8}
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(b)

Rysunek 7.1: (a) Posta¢ struktury mkmp po dodaniu wzorca ABA. (b) Postaé¢ struktury po dodaniu
wzorca BA (c) Postaé struktury po dodaniu kolejnego wzorca ABB. (d) Wyznaczenie
funkcji prefiksowej

7.3. KMP dla wielu wzorcéw (algorytm Aho-Corasick)

Algorytm KMP do wyszukiwania wystapien wzorca w w zada- H Literatura H
nym tekscie t wykorzystuje do swojego dzialania tablice prefiksowa.
Dzigki niej jest on w stanie w czasie stalym, znajac najdluzszy [EAT] - 7.1, 7.2
sufiks tekstu t1ts ... tx_1, bedacy rownoczesnie prefiksem wzorca w [ASD] - 5.1.3

(oznaczmy go przez pr_1), wyznacza¢ odpowiedni sufiks py tekstu

t1ty ... t,. Znalezienie wzorca w tekscie jest w ten sposéb réwnowazne z wyznaczeniem sufiksu
Plw|- Mozna si¢ w takiej sytuacji zastanowi¢, co by bylo w przypadku wyszukiwania na raz
wielu wzorcow w tekscie. Widaé, ze jest to mozliwe pod warunkiem istnienia sposobu na
wyznaczanie odpowiedniego sufiksu p,,, ktory tym razem musiatby by¢ prefiksem dowolnego
z wyszukiwanych wzorcoéw. Okazuje sie, ze jest to rzeczywidcie mozliwe — algorytm ten znany
jest pod nazwa algorytmu Aho-Corasick.

Przed rozpoczeciem wyszukiwania wzorcow w tekscie, podobnie jak klasyczny algorytm
KMP, algorytm Aho-Corasick musi najpierw wyznaczy¢ postaé tablicy prefiksowej, ktora w
tym przypadku ma bardziej skomplikowang strukture (i przestaje by¢ tablica, wiec od tej
pory bedziemy ja nazywaé funkcja prefiksowa). W tym celu budowane jest drzewo ze wszyst-
kich wyszukiwanych wzorcow (przyklad przedstawiony jest na rysunkach 7.1.a-c). Kolejnym
krokiem jest wyznaczenie funkcji prefiksowej — dla kazdego wezta drzewa reprezentujacego
tekst t1 wyznaczany jest wezel reprezentujacy tekst to taki, ze to jest najdluzszym wtasci-
wym sufiksem tekstu ¢; sposréd wszystkich tekstéw posiadajacych wierzchotki w drzewie (rys.
7.1.d). Zauwazmy, ze w przypadku drzewa reprezentujacego jeden wzorzec, wyznaczone pary
wierzchotkéw (t1,t2) sa doktadnym odpowiednikiem tablicy prefiksowej z algorytmu KM P.
W tym momencie mozliwe jest juz przystapienie do procesu przeszukiwania tekstu. Dla kole-
jnych liter tekstu wykonywane sa przesunigcia wzdluz odpowiednich krawedzi w drzewie.
W przypadku, gdy nie istnieje krawedz dla kolejnej analizowanej litery a, wykonywane sa
kroki ,w tyl” wzdluz funkcji prefiksowej tak dtugo, az trafi sie na wierzchotek posiadajacy
krawedz dla litery a, lub wroéci sie do korzenia. Przykladowy proces wyszukiwania wzorca
przedstawiony jest na rysunku 7.2.

Przedstawiona na listingu 7.7 struktura mkmp realizuje opisany algorytm Aho-Corasick.
Udostepnia ona funkcje int addWord (char*), stuzaca do dodawania kolejnego wzorca oraz
void calcLink (), ktérej zadaniem jest wyznaczanie funkcji prefiksowej (nalezy ja wywolaé po
dodaniu do struktury ostatniego wzorca). Czas dodawania wzorca do struktury jest liniowy ze
wzgledu na jego dtugosé, natomiast wyznaczanie funkcji prefiksowej jest liniowe ze wzgledu na
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(@) (b) (©) (d)

Rysunek 7.2: (a) Rozpoczecie przeszukiwania tekstu ABBA. Po wcezytaniu pierwszej litery A akty-
wnym wierzcholkiem jest syn korzenia z litera A. (b) Wezytano kolejne dwie litery. Zostat
znaleziony wzorzec ABB. (c¢) Kolejna litera tekstu jest A. Poniewaz aktualny wierzchotek
drzewa nie ma syna dla tej litery, zatem wykonywane jest przejscie zgodne z funkcja pre-
fiksowa. (d) Przetworzenie ostatniej litery i znalezienie wzorca BA.

liczbe wierzchotkéw w drzewie (ktéra jest ograniczona przez sumaryczna dlugo$é wszystkich
WZOrcow).

Do przeszukiwania tekstu stuza dwie funkcje: void SearchAll (const char*, void (*) (int,
int)) oraz void SearchFirst(const charx, void (*) (int, int)). Obie z nich przyjmuja
jako parametry przeszukiwany tekst w oraz wskaznik na funkcje f, ktora jest wywolywana
dla kazdego znalezionego wystapienia wzorca w tekscie. Funkcja f jako parametry otrzymuje
odpowiednio numer znalezionego wzorca oraz jego pozycje w tekscie. Réznica miedzy tymi
dwoma funkcjami polega na tym, ze pierwsza z nich wyznacza wszystkie wystapienia wzorcow,
podczas gdy druga dla kazdego wzorca wyznacza tylko pierwsze jego wystapienie. Ztozonosé
algorytméw realizowanych przez te funkcje to O(n+m), gdzie n to dlugosé przeszukiwanego
tekstu, a m to liczba znalezionych wystapien wzorca.

Listing 7.7: Implementacja struktury mkmp

01 struct mkmp {

// Struktura reprezentujaca wierzchotek w drzewie wzorcoéw

02  struct leaf {

// Mapa son stuzy do reprezentowania krawedzi wychodzacych z wierzchotka
03 map<char, leaf *> son;

// Element lnk wierzcholka v reprezentuje wartos¢ funkcji prefiksowej

// wierzcholka, natomiast wo jest wskazZnikiem na najdtuzszy wzorzec bedacy
// sufiksem tekstu wierzchotka v

04 leaf *1nk, *wo;

// Zmienna reprezentujaca numer wzorca wierzchotka (jesli wierzchotek nie

// reprezentuje zadnego wzorca, jest to -1)

05 int el;
06 leaf () : el(-1) { }
07}

// Wektor zawierajacy dtugosci poszczegdélnych wzorcéw wstawionych do struktury
08 VI len;

// Korzen drzewa

09 leaf root;

// Pomocnicza funkcja przetwarzajaca litere tekstu i dokonujaca odpowiedniego
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Listing 7.7: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

//
10
//
//
11
//
//
12
13
14
//
15
16
17
//
//
18
19
20
21
//
//
//
22
23
24
25
//
26
27
//
//
28
//
29
30
31
//
//
32
33
34
35
//
36
//
//
//

przejscia w drzewie
leaf *mv(leaf * w, char 1) {
Dopdki wierzchotek w nie ma syna dla litery 1 przesuwaj sie¢ wzdiuz
funkcji prefiksowe]
while (w '= &root && w->son.find(l) == w->son.end()) w = w->1nk;
Jesli wierzchotek w posiada syna dla litery 1, to przejdZz do tego

wierzchotka
if (w->son.find(1) !'= w->son.end()) w = w—>son[1];
return w;
}
Funkcja wstawia nowy wzorzec do struktury

int addWord(const char *s) {
int 1 = strlen(s);
leaf *p = &root;
Przejdz od korzenia drzewa do wierzchotka reprezentujacego caly wzorzec,
ewentualnie tworzgc jeszcze nieistniejgce wierzchotki
for (; *s; ++s) {
VAR(e, p->son.find(*s));
p = (e == p->son.end())? p->son[*s] = new leaf : e->second;
}
Jesli aktualny wierzchofek nie reprezentuje jeszcze Zadnego wzorca, to
przypisz mu nowy identyfikator i zapamietaj jego dtugos¢ (wpp.
wykorzystywany jest poprzedni identyfikator)

if (p->el == -1) {
p—>el = SIZE(len);
len.PB(1);

}

Zwrdé identyfikator wzorca
return p->el;
}
Funkcja wyznacza funkcje prefiksowag dla wierzchotkéw drzewa. Wylicza ona
réwniez wartosci pél wo
void calcLink() {
Wektor 1 jest uzywany jako kolejka dla przeszukiwania drzewa metodg BFS
vector<leaf *> 1;
leaf *w;
root.lnk = root.wo = 0;
Wstaw do kolejki wszystkich synéw korzenia oraz ustaw ich funkcje
prefiksowg na korzen
FOREACH(it, root.son) {
1.PB(it->ND);
it->ND->1nk = &root;
}
Dla wszystkich elementéw z kolejki...
REP(x, SIZE(1)) {
Wyliczenie pola wo - jego wartosS¢ to wierzchotek wskazywany przez
funkcje prefiksowg (jesli reprezentuje on wzorzec), lub w przeciwnym

przypadku wartos¢ pola wo tego wierzcholka
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Listing 7.7: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

37
//
//
38
!/
39
//
40
//
41
//
42
43
44
45
//
//
46
47
//
48
//
49
//
//
50
51
52
93
//
//
54
95
!/
56
!/
o7
!/
!/
o8
59
//
60
//
61
//
!/
62

1[x]->wo = (1[x]->1nk->el != -1) ? 1[x]->1nk : 1l[x]->1nk->wo;
Dla kazdego syna aktualnego wierzchotka (litere prowadzaca do syna
reprezentuje it->ST)...
FOREACH(it, 1[x]->son) {
Wstaw go do kolejki
1.PB(it->ND);
Wyznaczanie wartosS¢ funkcji prefiksowe]
w = 1[x]->1nk;
Dokonaj przejscia z wierzchotka w
w = mv(w, it->ST);
Ustaw wierzchotek w jako wartosS¢ funkcji prefiksowe]
it->ND->1nk = w;

}

Funkcja wyszukuje wszystkie wystapienia wzorcéw w zadanym tekscie i dla
kazdego znalezionego wystapienia wywoiuje funkcje fun
void searchAll(const char *s, void (*fun) (int, int)) {
leaf *p = &root;
Dla kazdej kolejnej litery przeszukiwanego tekstu...
for (int x = 0; s[x]; ++x) {
Dokonaj przejscia dla litery s[x]
p = mv(p, slx]);
Jesli aktualny wierzcholek (lub pewne jego sufiksy) reprezentuja wzorzec,
to wywotaj dla nich funkcje fun
for (VAR(r, p); r; r = r->wo)
if (r->el '= -1) fun(x - len[r->el] + 1, r->el);

}

Funkcja wyszukuje pierwsze wystapienia kazdego ze wzorcdéw w zadanym teksScie i
dla kazdego znalezionego wystapienia wywoiuje funkcje fun
void searchFirst(const char *s, void (*fun) (int, int)) {

leaf *p = &root, *r, *t;
Dla kazdej kolejnej litery przeszukiwanego tekstu...

for (int x = 0; s[x]; ++x) {
Dokonaj przejscia dla litery s[x]

p = mv(p, s[x]);

Wywotaj funkcje fun dla wszystkich znalezionych wzorcdéw oraz usui
informacje o tych wzorcach, aby nie zostaly znalezione ponownie

r = p;
while (r) {
Jesli wierzchotek reprezentuje wzorzec, to wywoXaj funkcje fun
if (r->el '= -1) fun(x - len[r->el] + 1, r->el);
Usun identyfikator wzorca, aby nie zostal on znaleziony po raz kolejny
r->el = -1;
PrzejdZz do kolejnego wzorca i wyzeruj wskazZnik wo (aby nie wykonywac

tego ruchu w przyszlosci)
t =r;
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Listing 7.7: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

63 r = r->wo;
64 t->wo = 0;
65 }

66 }

67 }

68 };

Listing 7.8: Przyklad wykorzystania struktury mkmp

Dodawanie wzorca ABA

Dodawanie wzorca ABB

Dodawanie wzorca BA

Przeszukiwanie tekstu ABABCABBCABCA
Znaleziono wzorzec 0 na pozycji 0
Znaleziono wzorzec 2 na pozycji 1
Znaleziono wzorzec 1 na pozycji b

Listing 7.9: Kod Zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 7.8. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku mkmp. cpp

// Funkcja wywolywana dla kazdego znalezionego wzorca
01 void Disp(int x, int p) {

02 cout << "Znaleziono wzorzec " << p << " na pozycji " << x << endl;
03 }

04 int main() {

05 mkmp search;

06 string text;

07 int n;

// Wczytaj liczbe wzorcow

08 cin >> n;

// Wczytaj kolejne wzorce

09 REP(x, n) {

10 cin >> text;

11 cout << "Dodawanie wzorca " << text << endl;
12 search.addWord(text.cstr());

13 }

// Wyznacz funkcje prefiksowg

14 search.calcLink();

15 cin >> text;

// Przeszukaj zadany tekst

16 cout << "Przeszukiwanie tekstu " << text << endl;
17 search.searchAll (text.c_str(), Disp);

18 return 0;

19 }
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Zadanie: MegaCube

Pochodzenie: Rozwiazanie:
V Obéz Olimpiady Informatycznej im. A. Kreczmara megacube. cpp
Grupa studentéw pewnej uczelni, zafascynowana niedawno obejrzanym filmem — Cube2-

Hypercube, postanowila nakreci¢ kolejna serie tego wspanialego filmu. Z uwagi na niski
budzet, jedyne na co moga sobie pozwoli¢, jest dwuwymiarowa kostka (skoro dwuwymi-
arowa, to niech bedzie przynajmniej prostokatna). W celu urozmaicenia filmu, kazda kom-
nata zostanie pomalowana na jeden z dostepnych koloréw. Gléwni bohaterowie filmu jako
wskazéwke, umozliwiajaca im wydostanie sie z labiryntu, otrzymaja mape z zaznaczonymi
kolorami poszczegdlnych komnat. Bohaterowie beda chodzi¢ po labiryncie i staraé sie zlokali-
zowaé swa pozycje na podstawie koloréw odwiedzanych komnat oraz mapy. Poniewaz jeden
z aktorow przez przypadek zabral ze soba komputer wiec postanowit napisa¢ program, ktéry
pozwoli okresli¢ pozycje w labiryncie. Poméz mu w tym niebanalnym zadaniu.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e Wecezyta opis labiryntu, po ktérym poruszaja si¢ bohaterowie oraz obszar zbadany przez
nich (znaja tylko pewien obszar labiryntu, ktéry jest ksztaltu prostokata),

e wyliczy, w ilu réznych miejscach moga sie znajdowaé¢ bohaterowie filmu,

e wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia zapisane sa cztery liczby naturalne c;, ¢y, mz, my
(1 <myp <cp <1000, 1 <my < ¢y <1000); ¢, icy to odpowiednio wymiary labiryntu
(czyli réwniez jego mapy); a my i m, to wymiary zwiedzonego obszaru. W kolejnych ¢, wier-
szach znajduje si¢ po ¢, liczb naturalnych (nie wigkszych od 100), reprezentujacych kolory
poszczegdlnych pomieszczen na mapie. Nastepnie znajduje si¢ m, wierszy zawierajacych po
m, liczb naturalnych (podobnie nie wigkszych od 100), reprezentujacych kolory kolejnych
pomieszczen zwiedzonych przez bohaterow.

Wyjscie
W pierwszym i jedynym wierszu standardowego wyjécia powinna sie znajdowac jedna liczba
naturalna, odpowiadajaca liczbie miejsc, w ktérych moga sie znajdowaé bohaterowie.

Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:

53 2 2

12212 Poprawnym rozwiazaniem jest:
23123 3

12233 H

1 2

2 3
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Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie Trudne H
acm.uva.es - zadanie 10010 | acm.uva.es - zadanie 11019 | acm.uva.es - zadanie 10679
spoj.sphere.pl - zadanie 48 | spoj.sphere.pl - zadanie 263 | spoj.sphere.pl - zadanie 413
acm.uva.es - zadanie 10298

7.4. Promienie palindroméw w stowie

Palindromem nazywamy stowo, ktére czytane zaréwno od poczatku, jak i od konca jest
takie samo. Kazde stowo o dlugosci 1 jest palindromem. Odpowiedzenie na pytanie, czy
dane stowo jest palindromem, czy nie, jest proste. Znacznie trudniejszym problemem jest
znalezienie w danym tekscie wszystkich palindroméw. Postawmy sobie nastepujacy problem
— dla kazdej litery tekstu nalezy obliczy¢ maksymalny promien palindromu o srodku w tej
literze. Przykladowo, dla tekstu abbabbb, poszukiwanym promieniem dla 4-tej litery jest 2,
natomiast dla litery 6-tej jest 1.

Poszukiwane promienie mozna wyznaczy¢ w czasie liniowym.

. H Literatura H
Oznaczmy przetwarzany tekst przezt = tits. .. t,, natomiast odpo- EAT] - 33
wiednie promienie palindroméw tego tekstu przez pi,pa2,...,Pn- [ |-8
.. . . . [ASD] - 5.3.4
Zaldézmy, ze wyznaczone zostaly juz promienie py, po, . .., pr. Wlas-
nosé, ktéra pozwala na efektywne wyznaczanie kolejnych promieni
ma, postac:

Prr = min(pr—i,pr — 1), 0 € {1,2,...} , jesli ppy < pp —1

Dodatkowo, pj; jest nie mniejsze od min(pg_;, pr — [). Ztaczenie tych dwéch prostych
wlasnosci pozwala juz na efektywne wyznaczenie wyniku.

Algorytm wyznaczajacy promienie palindromoéw zrealizowany zostat jako funkcja VI PalRad
(const char*, bool), ktorej kod zrédlowy zostal przedstawiony na listingu 7.10. Funkcja
ta przyjmuje jako parametry tekst, dla ktérego wyznaczane sa promienie palindroméw oraz
wartos¢ logiczna p. W przypadku, gdy p ma wartoéé¢ prawda, algorytm wyznacza promienie
dla palindroméw nieparzystych — takich, ktérych érodkiem jest litera tekstu. W przypadku,
gdy p ma wartos¢ falsz, wyznaczane sa promienie palindroméw parzystych, czyli takich, ktére
nie posiadaja w srodku niesparowanej litery (patrz przyktad z listingu 7.11). Przedstawiona
metoda znana jest jako algorytm Manachera.

Listing 7.10: Implementacja funkcji VI PalRad(const char*, bool)

// Funkcja wylicza promienie palindroméw danego tekstu

01 VI PalRad(const char *x, bool p)

02 {

03 int n = strlen(x), i =1, j =0, k;

04 VI r(n, 0);

05 while(i < n) {

// Dopéki kolejno sprawdzane litery palindromu o srodku na pozycji
// i sa takie same, zwieksz promien

06 while(i + j + p < n && i > j && x[i - j - 1] ==x[ 1+ j + pl) j++;
// Stosujac zaleznosci miedzy promieniami palindroméw wyznacz

// jak najwiecej kolejnych promieni

07 for(r[il = j, k = 0; ++k <= j && rl[i - k] !'= j - k;)
08 r(i + k] = min(r[i - k], j - k);
09 j = max(0, j - k);
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Listing 7.10: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

10 i += k;
11 }

12 return r;
13 }

Listing 7.11: Przyklad wykorzystania funkcji VI PalRad(const char*, bool)

Analizowany tekst: aabaaabaabaca
Palindromy parzyste: 0 1 0 0 1

10 0
Palindromy nieparzyste: 0 0 2 0 4 0

0
010

0300
2001

Listing 7.12: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 7.11. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku palrad. cpp

01 int main() {

02 string text;

// Wczytaj tekst

03  cin >> text;

04 cout << "Analizowany tekst: " << text << endl;
// Wyznacz promienie palindroméw parzystych

05 VI res = PalRad(text.cstr(), 0);

06 cout << "Palindromy parzyste: ";

07  FOREACH(it, res) cout << " " << (*it);
08 cout << endl;

// Wyznacz promienie palindroméw nieparzystych
09 res = PalRad(text.cstr(), 1);

10 cout << "Palindromy nieparzyste: ";

11 FOREACH(it, res) cout << " " << (*it);
12 cout << endl;

13 return 0;

14 }

Zadanie: Palindromy
Pochodzenie: Rozwiazanie:
IT Olimpiada Informatyczna pal.cpp

Stowo jest palindromem wtedy i tylko wtedy, gdy nie zmienia sig, jesli czytamy je wspak.
Palindrom jest parzysty, gdy ma dodatnia parzysta liczbe liter.

Przyktadem parzystego palindromu jest stowo abaaba.

Rozkladem stowa na palindromy parzyste jest jego podzial na roztaczne czeéci, z ktorych
kazda jest palindromem parzystym.

Rozkladami stowa:

bbaabbaabbbaaaaaaaaaaaabbbaa

na palindromy parzyste sa:

bbaabb aabbbaaaaaaaaaaaabbbaa

oraz:
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bb aa bb aa bb baaaaaaaaaaaab bb aa

Pierwszy rozklad zawiera najmniejsza mozliwa liczbe palindroméw, drugi jest rozktadem
na maksymalna mozliwa liczbe palindroméw parzystych. Zauwaz, ze stowo moze mie¢ wiele
roznych rozkladéw na palindromy parzyste, albo nie mie¢ zadnego.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczytuje stowo,
e bada, czy da sie je roztozy¢ na palindromy parzyste,

— jesli nie, to wypisuje stowo NIFE

— jedli tak, to zapisuje jego rozklady na minimalna i maksymalna liczbe palindromoéow
parzystych.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia znajduje si¢ jedno slowo ztozone z co najmniej 1 i co najwyzej
200 matych liter alfabetu angielskiego, zapisane w jednym wierszu bez odstepow pomiedzy
literami.

Wyjscie

Twdj program powinien wypisac:
e tylko jeden wyraz NIE
e albo:

— w pierwszym wierszu ciag stéw oddzielonych odstepami stanowiacy jeden rozktad
danego slowa na minimalna liczbe palindroméw parzystych,

— w drugim wierszu jeden rozkitad danego stowa na maksymalna liczbe palindromow
parzystych.

Przyktad

Dla nastepujacego wejscia: Poprawnym rozwigzaniem jest:

bbaabb aabbbaaaaaaaaaaaabbbaa
bb aa bb aa bb baaaaaaaaaaaab bb aa

‘ bbaabbaabbbaaaaaaaaaaaabbbaa ‘

Dla nastepujacego wejscia: Poprawnym rozwigzaniem jest:

H abcde [ H NIE
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Dla nastepujacego wejscia: Poprawnym rozwigzaniem jest:

abaaba
abaaba abaaba
7.5. Drzewa sufiksowe

Drzewo sufiksowe jest struktura danych, umozliwiajaca reprezen- ||

tacje wszystkich sufikséw danego stowa. Prosta postaé takiego drze- AT 5
wa ma rozmiar kwadratowy ze wzgledu na dlugosc¢ stowa. Przyktad [ CS]T_
zostal przedstawiony na rysunku 7.3.a. Drzewa sufiksowe stanowia A[ ]
bardzo pozyteczna strukture danych, przy uzyciu ktérej mozna [ASD] - 5.2

rozwiazaé (zakladajac, ze drzewo sufiksowe jest juz skonstruowane)

bardzo wiele problemoéw tekstowych. Przyktadowo, wyszukiwanie wzorca w tekScie mozna
zrealizowaé przechodzac od korzenia drzewa sufiksowego po krawedziach reprezentujacych
kolejne litery wyszukiwanego wzorca.

Wyznaczenie drzewa sufiksowego w takiej postaci, w jakiej jest ono przedstawione na
rysunku 7.3.a nie jest trudne. Wystarczy dobudowywaé¢ odpowiednie wierzchotki drzewa dla
kolejno przetwarzanych sufikséw tekstu. Skonstruowane w ten sposéb drzewo ma niestety
kwadratowy rozmiar. Istnieje jednak mozliwo$é¢ przedstawienia drzewa sufiksowego w innej
postaci — skompresowanej. W drzewie takim spdjne Sciezki bez rozgatezien w wierzchotkach
zostaja zamienione przez jedna krawedz. Przyklad takiego drzewa przedstawiony jest na
rysunku 7.3.b. Drzewo tego typu ma co najwyzej dwa razy wiecej wierzchotkéw, niz wynosi
dtugodé tekstu, dla ktérego zostato ono zbudowane. Konstrukcje skompresowanego drzewa
sufiksowego mozna przeprowadzi¢ w dwoch fazach — najpierw wyznaczy¢ nieskompresowane
drzewo sufiksowe, a nastepnie zamieni¢ w nim wszystkie spdjne Sciezki bez rozgalezien na
odpowiednie krawedzie. Wynikiem takiego algorytmu jest drzewo o liniowej wielkosci, ale
proces konstrukcji caty czas dziata w czasie kwadratowym.

Okazuje sie jednak, ze istnieje inny sposéb konstruowania drzew sufiksowych, dziatajacy
w czasie liniowym. Jedng z takich metod jest algorytm Ukkonena, ktérego opis mozna znalezé
w [CST]. Przedstawiona na listingu 7.13 implementacja struktury SufTree jest realizacja al-
gorytmu opisanego w [ASD] (w celu dokladnej analizy dzialania algorytmu nalezy odwolywaé
sie do literatury).

Drzewo sufiksowe SufTree zbudowane dla tekstu ¢ sktada sie z wierzchotkéw o typie SufV.
Kazdy wierzcholek zawiera pola int p oraz int k, ktére okreslaja podstowo t,t,11... %51,
bedace etykieta krawedzi prowadzacej do tego wierzchotka. Oprécz tego, pole bool s oz-
nacza, czy wierzcholek reprezentuje pelny sufiks (pogrubione wierzchotki na rysunku 7.3.b).
Istnieje mozliwo$¢ wzbogacenia kazdego wierzchotka o dodatkowe pole e, w ktérym mozna
przechowywaé specjalne informacje zalezne od algorytmoéw, do ktorych wykorzystywane jest
drzewo sufiksowe.

Listing 7.13: Implementacja struktury SuffixTree

// Drzewo sufiksowe

01 template<typename _T> struct SufTree {

// Struktura reprezentujaca wezel drzewa

02  struct SufV {

// Mapa synéw wezta

03 map<char, SufV+> sons;

// Poczatek oraz koniec tekstu reprezentowanego przez krawedz prowadzacg do wezta
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Listing 7.13: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

04
//
05
//
//
06
//
07
//
08
//
09
10
11
12
//
//
13
14
15
16
17
18
19
20
//
21
//
22
23
24
25
26
//
27
28
29
//
30
31
//
32
//
//
33
34
35
36

int p, k;
Czy wezel reprezentuje sufiks siowa

bool s;
Obiekt reprezentuje dodatkowe wzbogacenie wegzta, ktére moze byé wykorzystywane
przez algorytmy korzystajgce z drzew sufiksowych

T e;
Wskaznik na ojca w drzewie

SufV *par;
Konstruktor wezia

SufV(int p, int k, SufV *par, bools) : p(p), k(k), par(par), s(s) {}
Destruktor we¢zta usuwa wszystkich synéw

~Sufv() {

FOREACH(it, sons) delete it->second;

}
}s
Struktura wykorzystywana do konstrukcji drzewa sufiksowego - siuzy do
reprezentacji tablic lnk i test
struct V1P {
SufV *p;
char 1;
V1P(SufV *p, char 1) : p(p), 1(1) {}
bool operator< (const V1P &a) const {
return (a.p > p) || (a.p == p && a.1 > 1);
}
}s
Korzen drzewa
SufV root;
Tekst, dla ktérego zostato zbudowane drzewo sufiksowe
string text;
SufTree(const string& t) : root(0, 0, 0, 0), text(t) {
map<V1P, SufV*> Ink;
set<V1P> test;
int len = t.length();
Stwérz pierwszy wezel drzewa reprezentujacy ostatnig litereg siowa
SufV *v = root.sons[t[len - 1]] = new SufV(len - 1, len, &root, 1);
Ink [VIP(&root, tllen - 1]1)] = v;
test.insert (V1P(&root, t[len - 11));
Dla kolejnych sufikséw stowa (od najkrétszych do najdtuzszych)...
FORD(i, len - 2, 0) {
char a = t[i];
Jesli z korzenia nie wychodzi krawedZ dla litery siowa na pozycji i...
if (!root.sons[al) {
Nastepuje aktualizacja tablicy test dla wezidéw na Sciezce od wezia
reprezentujacego poprzedni sufiks do korzenia
SufVx it = v;
while(it) {
test.insert (V1P(it, a));
it = it->par;
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Listing 7.13: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

37
38

}

it = v;

// Dodanie nowego syna dla korzenia

39
40

Ink[V1P(it, a)] = v = root.sons[t[i]] = new SufV(i, len, &root, 1);

} else {

// Przy wykorzystaniu tablic test oraz lnk nastepuje wyznaczenie krawedzi drzewa,

// ktéra trzeba podzielié w celu dodania kolejnego sufiksu

41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

char 1w;

SufV *head, *head2, *x, *x1;

int 1w2 = 0, gl = 0;

for(x = v; x !'= &root && test.find(V1P(x, a)) == test.end();
x = x->par) lw2 += x->k - x->p;

for(x1 = x; x1 && '1nk[VIP(x1, a)]; x1 = xl->par) {
gl += x1->k - x1->p;
lw = t[x1->pl;

}

if (x1) gl--;

// Nastepuje podzial krawedzi drzewa sufiksowego

51
52
53
o4
55
56
57
o8
59
60
61

SufV* headl = x1 ? Ink[VIP(x1, a)] : &root;
if (x == x1) head = headl; else {
head2 = (!x1) ? root.sons[a] : headl->sons[1lw];
head = headl->sons[t[head2->p]] =
new SufV(head2->p, head2->p + 1 + gl, headl, 0);
head->sons [t [head->k]] = head2;
head2->p = head->k;
head2->par = head;
for (VAR(it, test.lower_bound(V1P(head2, 0))); it->p == head?2;)
test.insert (V1P (head, (it++)->1));

}

// Aktualizacja zawartosci tablic test oraz lnk

62
63
64
65
66
67
68
69

70 };

for (Sufv* it = v; it != x1; it = it->par) test.insert(VI1P(it, a));
1nk[V1P(x, a)] = head;

SufV *vl = v;

v = head->sons[t[len - 1w2]] = new SufV(len - 1lw2, len, head, 1);
1nk[VIP(v1, a)] = v;

W kliku kolejnych rozdziatach zostanie przedstawiony sposdéb wykorzystania drzew sufik-
sowych. Przy ich uzyciu zostana rozwiazane problemy zliczania liczby wystapien wzorca w
tekscie, wyznaczania liczby réznych podstéw czy szukania najdtuzszego stowa wystepujacego
w tekécie n razy. Wszystkie te problemy daje sie rozwiaza¢ w czasie liniowym.
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(a)
Rysunek 7.3: (a) Nieskompresowane drzewo sufiksowe zbudowane dla tekstu BAABAC. Pogrubione

wezly reprezentuja sufiksy tekstu. (b) Skompresowane drzewo sufiksowe zbudowane dla
tego samego tekstu.

7.5.1. Liczba wystapien wzorca w tekscie

Jednym z mozliwych zastosowan drzew sufiksowych jest wyznaczanie liczby wystapien wzorca
w tekscie.

Zalézmy, ze chcemy wyznaczyé¢ liczbe wystapien wzorca p w tekscie t. Jesli do tego
celu wykorzystamy nieskompresowane drzewo sufiksowe, to wystarczy znalezé wierzchotek
v drzewa sufiksowego, reprezentujacy wzorzec p, a nastepnie wyznaczy¢ liczbe wierzchotkéw
osiagalnych z v, ktore reprezentuja sufiksy tekstu t. Przykladowo, rozpatrujac drzewo sufik-
sowe dla tekstu BAABAC przedstawione na rysunku 7.3.a oraz wzorzec A, poszukiwanym
wierzchotkiem jest syn korzenia drzewa z etykieta A. Z wierzcholka tego osiagalne sa trzy
wierzcholtki reprezentujace sufiksy, zatem liczba wystapien litery A w tekscie jest réwna 3.

Przenoszac sie teraz do skompresowanej postaci drzewa sufiksowego, mozna zastosowaé
ten sam algorytm. Rézni sie tylko sposéb wyznaczania wierzchotka v. W tym przypadku
wyznaczajac pozycje w drzewie sufiksowym reprezentujaca wzorzec p, nalezy bra¢ pod uwage
napisy umieszczone na krawedziach, a nie w wierzchotkach.

Pozostaje jeszcze jeden problem — aby bylo mozna wyznaczy¢ liczbe wystapien wzorca p
w czasie O(|p|), musi istnie¢ mozliwo$¢ szybkiego wyliczania liczby osiagalnych wierzchotkéw
reprezentujacych sufiksy. Mozna tego dokonaé¢ spamigtujac wezesniej (przed przystapieniem
do przetwarzania wzorcéw) liczbe tych wierzchotkéw dla kazdego wezta drzewa sufiksowego.

Na listingu 7.14 przedstawiony jest kod realizujacy opisany pomyst. Przed przystapieniem
do zliczania liczby wystapien wzorca, nalezy wywotaé¢ funkcje int STSuffixC(SufTree<int>
::SufV& v), przekazujac jej jako parametr korzen drzewa sufiksowego. Po zakonczeniu tej
fazy, wyznaczanie liczby wystapien wzorca mozna wykonywaé przy uzyciu int STFindCount
(SufTree<int>&, const charx), ktorej parametrami sa drzewo sufiksowe dla tekstu oraz
wyszukiwany wzorzec.

Listing 7.14: Implementacja funkcji int STFindCount (SufTree<int>&, const charx)

// Funkcja wylicza dla kazdego wezla drzewa sufiksowego liczbe osiggalnych
// wierzchotkéw, ktére reprezentujag sufiks stowa

01 int STSuffixC(SufTree<int>::SufV & v) {

02 v.e = V.S;

03 FOREACH(it, v.sons) v.e += STSuffixC(*(it->second));

04 return v.e;

05 }
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Listing 7.14: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

// Funkcja wyznacza liczbe wystgpiei wzorca t w tekscie, dla ktérego zostalo

// skonstruowane drzewo sufiksowe st

06 int STFindCount (SufTree<int> &st, const char *t) {

07 int tp = 0, x;

08 VAR(v, & (st.root));

// Rozpoczynajac od korzenia drzewa przesuwaj sie po nim zgodnie z wczytywanymi
// literami wzorca

09  while (t[tpl) {

10 if (! (v = v->sons[t[tp]])) return O;

11 for (x = v->p; x < v—>k && tltpl;)
12 if (t[tp++] != st.text[x++]) return O;
13 }

// Jesli wzorzec wystepuje w tekScie, to liczba jego wystgpien jest réwna
// liczbie sufikséw osiggalnych z aktualnego wezta drzewa

14 return v->e;

15 }

Listing 7.15: Przyklad wykorzystania funkcji int STFindCount (SufTree<int>&, const charx)

Przeszukiwany tekst: abcabcaaabcad
Wrzorczec: abc wystepuje 3 razy
Wrzorczec: a wystepuje 6 razy
Wrzorczec: beda wystepuje 0 razy

Listing 7.16: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 7.15. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku stfind. cpp

01 int main() {

02 string text;

// VWiczytaj tekst, w ktérym beda wyszukiwane wzorce

03  cin >> text;

04 cout << "Przeszukiwany tekst: " << text << endl;
// Skonstruuj drzewo sufiksowe

05 SufTree<int> tree(text.c_str());

// Wyznacz liczbe osiggalnych wierzchotkéw-sufikséw dla kazdego wierzchotka drzewa
sufiksowego

06 STSuffixC(tree.root) ;
// Dla poszczegdlnych wzorcéw wyznacz liczbe ich wystapied w tekscie
07  while(cin >> text) cout << "Wzorczec: " << text << " wystepuje " <<

08 STFindCount (tree, text.c_str()) << " razy" << endl;
09 return 0;
10 }
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7.5.2. Liczba réznych podstéw stowa

Przy uzyciu drzew sufiksowych istnieje mozliwos¢ wyznacza-
nia liczby réznych podstow wystepujacych w stowie t. W tym celu
przypatrzmy sie przykltadowemu nieskompresowanemu drzewu su-
fiksowemu z rysunku 7.3.a. Kazdy wierzchotek v w drzewie sufik-
sowym mozna utozsamic¢ z tekstem uzyskanym przez konkatenacje etykiet wierzchotkéw na
Sciezce od korzenia do v. Oczywistym jest, ze kazdemu wierzchotkowi zostal w ten sposéb
przyporzadkowany inny tekst. Co wigcej, kazde podstowo ¢ ma przyporzadkowany jakis wierz-
chotek. Zatem liczba réznych podstéow w t jest réwna liczbie wierzchotkéw w nieskompre-
sowanym drzewie sufiksowym t. Przechodzac teraz do drzewa skompresowanego, wystarczy
w tym przypadku wyznaczy¢ sumaryczna dhugosé wszystkich krawedzi w drzewie.

Algorytm realizujacy te metode zostal zaimplementowany jako funkcja int STSubWords
(SufTree<int>::SufV&), przedstawiona na listingu 7.17. Przyjmuje ona jako parametr
drzewo sufiksowe reprezentujace tekst, dla ktorego wyznaczana jest liczba réznych niepustych
podstow.

H Literatura H
| [ASD] - 5.3.9 |

Listing 7.17: Implementacja funkcji int STSubWords (SufTree<int>::SufV& v)

// Funkcja wyznacza liczbe réznych podsiéw w tekScie poprzez zliczanie dtugosci
// krawedzi w drzewie sufiksowym

1 template <typename T> int STSubWords (typename SufTree<T>::SufV & v) {

2 intr = v.k - v.p;

3 FOREACH(it, v.sons) r += STSubWords<T> (*(it->second));

4 return r;

5}

Listing 7.18: Przyklad uzycia funkcji int STSubWords (SufTree<int>::SufV& v)

test ma 9 podslow
aaaaa ma 5 podslow
abcabcaaabcad ma 69 podslow

Listing 7.19: Kod Zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 7.18. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje sie w pliku subwords. cpp

1 int main() {

2 string text;

// Wczytaj kolejne teksty
3 while (cin >> text) {
// Zbuduj drzewo sufiksowe

4 SufTree<int> tree(text);

// Wyznacz liczbe réznych podsitéw

) cout << text << " ma " << STSubWords <
6 int >(tree.root) << " podslow" << endl;
T}

8 return 0;

9}
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7.5.3. Najdluzsze podstowo wystepujace n razy

Kolejnym zastosowaniem drzew sufiksowych jest wyznaczanie najdtuzszego podstowa, ktére
wystepuje w stowie co najmniej n razy. Analizujac strukture drzew sufiksowych, szybko mozna
dojs¢ do wniosku, ze rozwiazanie tego problemu sprowadza sie do wyznaczenia w drzewie
najglebszego wierzchotka (najbardziej oddalonego od korzenia), z ktérego da sie doj$é do co
najmniej n wierzchotkéw reprezentujacych sufiksy tekstu.

Implementacja tego algorytmu zostala zrealizowana jako struktura STLongestWord przed-
stawiona na listingu 7.20. Do konstruktora tej struktury nalezy przekazaé tekst ¢t oraz liczbe
n. Wynik — wyznaczone najdtuzsze podstowo, mozna odczytaé¢ z pol int p oraz int k.
Reprezentuja one odpowiednio poczatek i koniec podstowa tekstu t.

Listing 7.20: Implementacja struktury struct STLongestWord

// Struktura wyznacza najdiuzsze podstowo wystepujace odpowiednig liczbe razy
01 struct STLongestWord {

// Zmienne p oraz k reprezentujag odpowiednio poczatek oraz koniec

// wyznaczonego stowa

02 int p, k, n;

03 int Find (SufTree<int>::SufV & v, int d) {

// d jest gtebokoscig wezta v

04 d += v.k - v.p;

05 v.e = V.S;

// Zlicz liczbe sufikséw osiggalnych z wezta v

06 FOREACH(it, v.sons) v.e += Find(*(it->ND), d);

// Jesli liczba sufikséw jest nie mniejsza od c, oraz gtebokos¢ aktualnego

// wezla jest wieksza od dtugosci aktualnie znalezionego stowa, to zaktualizuj

// wynik

07 if (v.e >=n && d > k - p) { k = v.k;
08 p=v.k-d;

09 }

10 return v.e;

11 }

12 STLongestWord(comnst string & t, int n) : p(0), k(0), n(n) {
// Skonstruuj drzewo sufiksowe oraz wyznacz wynik

13 SufTree<int> tr(t);
14 Find(tr.root, 0);
15 1}

16 };

Listing 7.21: Przyklad uzycia struktury STLongestWord

Podslowo slowa abcabc wystepujace 2 razy:

abc

Podslowo slowa aaaaaaaa wystepujace 3 razy:
aaaaaa

Podslowo slowa baabaabaab wystepujace 3 razy:
baab
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Listing 7.22: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 7.21. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku multisubword. cpp

01 int main() {

02 string text;

03 int n;

// Wczytaj dane

04  while(cin >> text >> n) {

// Wyznacz podstowo stowa text wystepujace n razy

05 STLongestWord str(text, n);
06 cout << "Podslowo slowa " << text << " wystepujace " << n << " razy: "
07 << endl << text.substr(str.p, str.k-str.p) << endl;
08 }
09 return 0;
10 }
Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie ‘ Trudne H

H acm.uva.es - zadanie 10234 ‘ spoj.sphere.pl - zadanie 220 ‘ H

7.6. Maksymalny leksykograficznie sufiks

Drzewa sufiksowe maja znacznie wiecej zastosowan niz te, ktore

o . ; 3 o . H Literatura H
przedstawiliSmy w poprzednich rozdziatach. Przy ich uzyciu mozna

, . [EAT] - 3.1
wyznacza¢ maksymalny leksykograficznie sufiks stowa. Przyktad- ASDI 537
owo, maksymalnym leksykograficznie sufiksem dla stowa ababbaabbaba [ |- 53

jest bbaba. Wyznaczenie takiego sufiksu wymaga przejscia po drzewie

sufiksowym od korzenia do licia, wybierajac za kazdym razem krawedz reprezentujaca leksyko-
graficznie najwiekszy tekst. Podejscie takie jest doéé skomplikowane ze wzgledu na potrzebe
konstruowania drzewa sufiksowego. Istnieje jednak znacznie prostsza metoda — tzw. algorytm

Duvala, dziatajacy — podobnie do rozwiazania wykorzystujacego drzewa sufiksowe, w czasie

liniowym. Jego implementacja zostala zrealizowana jako funkcja int maxSuf (const charx)

przedstawiona na listingu 7.23. Parametrem tej funkcji jest tekst, dla ktérego wyznaczony
ma zosta¢ maksymalny leksykograficznie sufiks, natomiast jako wynik zwracana jest pozycja
w tekscie, od ktérej zaczyna sie wyznaczony maksymalny leksykograficznie sufiks.

Listing 7.23: Implementacja funkcji int MaxSuf (const charx)

// Funkcja wyznacza maksymalny leksykograficznie sufiks stowa
01 int maxSuf (const char *x) {

02 inti =0, j=1,%k=1, p=1;

03 char a, b;

04 while (x[j + k - 1]) {

05 if ((a=x[1+k-1]) < (b=x[j+k-11)) {
06 i = j++;

07 k=p=1;

08 } elseif (a > b) {
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Listing 7.23: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

09 j += k;
10 k=1;

11 p=3]-1i;
12 } elseif (a == b && k !'= p) k++;
13 else {

14 j *t=p;
15 k=1;

16 }

17 }

18 return i;

19 }

Listing 7.24: Przyklad wykorzystania funkcji int MaxSuf (const charx*)

Maksymalny sufiks ababbaabbaba = bbaba
Maksymalny sufiks abaabbbabba = bbbabba
Maksymalny sufiks algorytm

ytm

Listing 7.25: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 7.24. Pelny kod
zrodlowy programu znajduje sie¢ w pliku maxsuf . cpp

1 int main() {

2 string text;

// Wczytaj kolejne teksty i wyznacz dla nich maksymalne leksykograficzne sufiksy

3 while (cin >> text) cout << "Maksymalny sufiks " << text << " =" << text.
4 substr (maxSuf (text.cstr())) << endl;

5 return 0;

6}

7.7. Rownowazno$¢ cykliczna

Dwa stowa s = s189...5, 1t = tito ...t sa rbwnowazne cyk-

e . o ] H Literatura H
licznie, jezeli mozna przenie$¢ pewien sufiks stowa s na poczatek,

. , . C . [EAT] - 15.4
w taki sposéb, aby s = t. Innymi stowy, istnieje liczba 1 < k < n, ASD] 535
taka Zze SgSgi1...SnS182...8k—1 = t. Dla danych dwoch stéw s i [ ]-53.

t o dtugoéci n, mozna postawi¢ pytanie, czy sa one réwnowazne

cyklicznie. Majac w pamieci algorytm KMP, sformulowanie rozwiazania tego problemu przy
jego uzyciu jest proste. Jesli dwukrotnie skonkatenowany tekst s (ss) zawiera jako wzorzec
stowo t, to s it sa rownowazne cyklicznie.

Rozwiazanie takie jest zaréwno proste koncepcyjnie jak i implementacyjnie, jednak wyma-
ga wyznaczenia dla tekstu ¢ tablicy prefiksowej. W przypadku, gdy badane teksty sa bardzo
dtugie i nie mamy wystarczajaco duzo pamieci, przydatny moze sie okazaé algorytm, ktéry
wymaga do dzialania zaledwie statej ilosci dodatkowej pamieci. Zostal on zaimplementowany
jako funkcja bool CycEq(const char*, const charx), ktérej kod zrédtowy znajduje sie na
listingu 7.26. Funkcja ta przyjmuje jako parametry dwa teksty, a zwraca warto$¢ logiczna
rowna prawdzie wtedy, gdy podane teksty sa swoimi rownowazno$ciami cyklicznymi.
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Listing 7.26: Implementacja funkcji bool cycEq(const char*, const charx)

// Funkcja sprawdza, czy dwa dane teksty sg swoimi réwnowaznosciami cyklicznymi
01 bool cycEq(const char *s1, const char *s2) {

02 int n = strlen(s1), i =0, j =0, k = 0;

03 if (n '= strlen(s2)) return O;

04 while (i < n && j < n && k < n) {

05 k =1;

06 while (k <=n && s1[(i + k) % n]l == s2[(j + k) % nl) k++;
07 if (kx <= n) if (s1[(d + k) % n] > s2[(j + k) % nl) i += k;
08 else j += k;

09 }

10 return k > n;

11}

Listing 7.27: Przyklad wykorzystania funkcji bool cycEq(const char*, const charx*)

Slowa babaa i ababa sa rownowazne cyklicznie
Slowa abbab i ababa nie sa rownowazne cyklicznie
Slowa abbab i babaa nie sa rownowazne cyklicznie

Listing 7.28: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 7.27. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku cyceq. cpp

01 int main() {

02 int n;

// Wczytaj liczbe tekstéw oraz poszczegdlne teksty

03 cin >> n;

04 vector<string> text(n);

05 REP(x,n) cin >> text[x];

// Dla kazdej pary tekstéw wyznacz, czy sa one réwnowazne cyklicznie
06 REP(x, n) REP(y, x)

07 cout << "Slowa " << text[x] << " i " << textly]l <<
08 (cycEq(text[x].cstr(), text[yl.cstr()) 7 "" : " nie") <<
09 " sa rownowazne cyklicznie" << endl;

10 return O;
11}

7.8. Minimalna leksykograficznie cyklicznosé¢ stowa

Problem z poprzedniego rozdzialu mozna rozwiaza¢ w inny sposob. Pomyst polega na wyz-
naczeniu dla wszystkich tekstéw rownowaznych cyklicznie, wspélnej reprezentacji. W ten
sposob dwa teksty sa réwnowazne cyklicznie, o ile ich reprezentacje sa identyczne. Jednym
z nasuwajacych sie pomystéw, po przeczytaniu rozdziatu dotyczacego wyznaczania maksy-
malnego leksykograficznie sufiksu, jest wyznaczenie dla stowa maksymalnej leksykograficznej
cyklicznoéci...

W tym rozdziale przedstawimy algorytm pozwalajacy na podejécie do problemu od innej

228



strony — dla danego stowa bedzie wyznaczana minimalna leksykograficznie cykliczno$¢. Min-
imalna leksykograficznie cyklicznos$¢ stowa s jest to najmniejsze stowo ¢ w porzadku leksyko-
graficznym, ktore jest réwnowazne cyklicznie ze stowem s. Funkcja int minLexCyc (const
charx*) realizujaca omawiany algorytm przyjmuje jeden parametrem — stowo. Wynikiem jej
dziatania jest numer pierwszej litery, rozpoczynajacej minimalna leksykograficznie cyklicznosé
stowa. Implementacja algorytmu zostala przedstawiona na listingu 7.29. Jest on modyfikacja
algorytmu Duvala do wyznaczania maksymalnego leksykograficznie sufiksu stowa. Zauwazmy,
ze jezeli dla danego stowa w poszukiwalibyémy maksymalnego leksykograficznie sufiksu stowa
ww, to musialby sie on zaczynaé¢ w pierwszej czesci stowa i mie¢ dlugo$é co najmniej |w + 1|.
Wybierajac pierwszych w liter wyznaczonego sufiksu, otrzymaliby$my maksymalna leksyko-
graficzna cykliczno$é stowa w, zatem odwracajac porzadek na zbiorze liter alfabetu oraz
postepujac w doktadnie taki sam sposéb, uzyskaliby$Smy minimalna leksykograficznie rowno-
waznosé w.

Listing 7.29: Implementacja funkcji int minLexCyc (const charx)

// Funkcja wyznacza minimalng leksykograficzng réwnowaznosé cykliczng stowa
01 int minLexCyc(const char *x) {

02 inti =0, j=1,k=1,p=1, a, b, 1 = strlen(x);

03 while (j + k <= (1 << 1)) {

04 if (@a=x[E+k-1) %1 > b=x[G+k-1 %11 {
05 i= j++;

06 k=p-=1;

07 } elseif (a < b) {

08 j += k;

09 k=1

10 p=]-1i;

11 } elseif (a == b && k = p) k++;
12 else {

13 j *=p;

14 k=1;

15 }

16}

17 return i;

18 }

Listing 7.30: Przyklad wykorzystania funkcji int minLexCyc (const charx*)

Minimalna rownowaznosc cykliczna aabaaabaabaca = aaabaaabaabac
Minimalna rownowaznosc cykliczna baaabaabacaaa = aaabaaabaabac
Minimalna rownowaznosc cykliczna algorytm = algorytm

Listing 7.31: Kod zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 7.30. Pelny kod
zrodlowy programu znajduje sie¢ w pliku minlexcyc. cpp

01 int main() {

02 string text;

// Wczytaj kolejne teksty i wyznacz dla nich minimalng leksykograficznie
// réwnowaznosé cykliczng

03  while (cin >> text) {
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Listing 7.31: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

04 int res = minLexCyc(text.cstr());

05 cout << "Minimalna rownowaznosc cykliczna " << text <<
06 " = " << text.substr(res, text.length() - res) <<

07 text.substr(0, res) << endl;

08 }

09 return 0;

10 }

Zadanie: Punkty
Pochodzenie: Rozwiazanie:
XII Olimpiada Informatyczna points.cpp

Dany jest zbiér punktéw na ptaszezyznie o wspétrzednych catkowitych, ktéry bedziemy nazy-
waé wzorem oraz zestaw innych zbioréw punktéw na plaszczyznie (réwniez o wspolrzednych
calkowitych). Interesuje nas, ktére z podanych zestawéw sa podobne do wzoru, tzn. czy moz-
na je tak przeksztalci¢ za pomoca obrotéw, przesunieé¢, symetrii osiowej i jednoktadnoéci, aby
byly identyczne ze wzorem. Przykladowo: zbiér punktéw (0,0), (2,0), (2,1) jest podobny do
zbioru (6,1), (6,5), (4,5), ale nie do zbioru (4,0), (6,0), (5, —1).

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejscia opisy: wzoru oraz zestawu badanych zbioréw punktow,
e wyznaczy, ktére z badanych zbioréw punktéw sa podobne do wzoru,

e wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia zapisana jest jedna liczba catkowita k (1 < k <
25000) — liczba punktéw tworzacych wzor. W kolejnych k wierszach zapisane sa pary liczb
catkowitych pooddzielanych pojedynczymi odstepami. W i + 1-ym wierszu sa wspéirzedne
i-tego punktu nalezacego do wzoru: x; i y; (—20000 < z;,y; < 20000). Punkty tworzace
wzor sa (parami) rézne. W kolejnym wierszu zapisana jest liczba zbioréw do zbadania n
(1 < n < 20). Dalej nastepuje n opiséw zbioréw punktéw. Opis kazdego zbioru rozpoczyna
sie od wiersza zawierajacego jedna liczbe catkowita [ — liczbe punktéw w danym zbiorze
(1 <1 < 25000). Punkty te sa opisane w kolejnych wierszach, po jednym w wierszu. Opis
punktu to dwie liczby catkowite oddzielone pojedynczym odstepem — jego wspoélrzedne z i
y (—20000 < z,y < 20000). Punkty tworzace jeden zbiér sa parami rézne.

Wyjscie
Twdj program powinien wypisaé¢ na standardowe wyjscie n wierszy — po jednym dla kazdego

badanego zbioru punktéw. Wiersz nr ¢ powinien zawiera¢ stowo T AK, gdy i-ty z podanych
zbiorow punktéw jest podobny do podanego wzoru, lub stowo NI E w przeciwnym przypadku.
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Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:

o

T W RO WNDNDN O W
—

-1

Poprawnym rozwiazaniem jest:

TAK
NIE
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Rozdziat 8

Algebra liniowa

Przez Z,, gdzie p jest liczba pierwsza, oznaczac¢ bedziemy ciato ||
liczb {0,1,...,p— 1} z operacjami realizowanymi modulo p. Przy- | [NRP] I

ktadowo, w ciele Z3 zachodza nastepujace réwnosci: 2 + 1 = 0,
2% 2 =1, natomiast w ciele Z7 mamy 6 +3 =2, 5 x4 = 6.

W rozdziale tym zajmiemy sie zagadnieniem rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych
w ciele Z,. Problem ten polega na wyznaczeniu wartosci zmiennych xg,x1,..,Zn—1,%, €
{0,1...,p — 1} takich, aby wszystkie zadane réwnania liniowe zmiennych ze zbioru X byly
spelnione. W kolejnych rozdziatach zostanie przedstawiony algorytm pozwalajacy na rozwia-
zywanie takich uktadéw rownan. Ciekawa sytuacja zachodzi w przypadku ciata Zs, w ktérym
zmienne przyjmuja wartos¢ 0 oraz 1. Istnieje wiele zadan, ktére mozna rozwigzaé, przypisujac
wystepujacym w tych zadaniach warunkom typu prawda-falsz, zmienne z ciata Z5, a nastep-
nie rozwiazujac odpowiedni uktad réwnan. Ze wzgledu na duza uzytecznosé¢ rozwiazywania
uktadow réwnan w ciele Zo, przedstawimy implementacje algorytmu, pozwalajacego na efek-
tywne rozwiazywanie tego typu uktadéw réwnan.

Drugim problemem, jaki zostanie poruszony w tym rozdziale, jest zagadnienie programowa-
nia liniowego. Ogoélnie polega ono na wyznaczeniu warto$ci zmiennych xg, z1, .., 7,_1 € RT ta-
kich, aby zmaksymalizowa¢ warto$¢ funkcji liniowej f(xg, x1, .., 2,—1) oraz aby byly spelnione
zadane ograniczenia g1, go, - . . , gk, bedace nieréwnosciami liniowymi zmiennych xg, 1, .., Tp_1.
Przy uzyciu programowania liniowego istnieje mozliwos¢ rozwiazywania takich probleméw,
jak wyznaczanie najciezszego/najlzszejszego maksymalnego skojarzenia w grafie [PCCJ. Al-
gorytm rozwiazujacy ten problem dla graféw dwudzielnych przy uzyciu innych metod zostat
przedstawiony w rozdziale po$wieconym teorii graféw.

8.1. Eliminacja Gaussa

Eliminacja Gaussa jest jedna z najczesciej stosowanych metod |
rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych. Zatézmy, ze mamy dany NP 2.2
uktad m réwnan z n niewiadomymi postaci: | [ |- 2. I

To * ap,0 + X1 *ap1 + ...+ Tp_1 * aon—1 = bo
To*kaip+rr*¥ai1+...+ Ty 1¥a1,-1 =01

TO* Q1,0+ X1 ¥ U101+ .. + Ty 1 ¥ U101 = b1

Taki uktad réwnan mozna zapisa¢ w postaci macierzowej A x x = b, gdzie:
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ap,0 ap1 ... GQpn—1 To bo

a1,0 a1 ... Glp—1 1 b1
A= ) ) . ) X = ) b=

Am—1,0 Am—1,1 --- Gm—1n—1 Tn—1 bm—1

Metoda Gaussa wyznacza wartosci zmiennych xg, x1, .., T,_1, dla ktorych wszystkie zadane
rownania liniowe sa spelnione, badz stwierdza, ze podany uktad réwnan jest sprzeczny.

Znalezienie rozwiazania ukladu réwnan metoda Gaussa polega na takim przeksztatceniu
rownania postaci: A * x = b do postaci réwnowaznej C * x = d, ze macierz C jest macierza
trojkatna gorna:

¢,0 C,1 --- Co,n—1
c_ 0 1,1 .- Cln—1
0 0 <o Cm—1n-1

Z takiej postaci uktadu réwnan (o ile jest niesprzeczny), w latwy spos6b mozna wyz-
naczy¢ wartoéci kolejnych niewiadomych: x,,_1,x,_2,...,x9. Z ostatniego réwnania mozna
wyznaczy¢ tn_1 = Cj_";ﬁ. Nastepnie wyznaczona wartos¢ mozna podstawi¢ do kolejnego
réwnania, ktore bedzie zawierato tylko jedna niewiadoma x,_o ...

W przypadku rozwiazywania ukladow réwnan w ciele liczb rzeczywistych, pojawia sie do-
datkowy problem dokladnosci wykonywanych obliczenn (wykonywane zaokraglenia moga sie
kumulowaé, wplywajac znaczaco na wartosé¢ obliczonego rozwiagzania). W zadaniach konkur-
sowych, uktady réwnan, ktére wymagaja rozwiazania, maja zazwyczaj specyficzna konstrukcje
— wszystkie wartoéci niewiadomych oraz wspélezynnikéw sa liczbami catkowitymi z przedzi-
alu {0,1,...,p — 1} dla p bedacego liczba pierwsza, a operacje arytmetyczne wykonuje sie
modulo p. Pozwala to zapomnie¢ o problemie zaokraglen i skupié¢ sie tylko na operacjach
catkowitoliczbowych. W kolejnych dwéch rozdziatach zostana przedstawione implementacje
eliminacji Gaussa odpowiednio w ciele Zy oraz Z,. Oba przedstawiane algormytmy maja
ztozonoéé czasowa O(n?).

8.1.1. Eliminacja Gaussa w 7,

Jako szczegdlny przypadek rozwiazywania uktadéw rownan w ||

ciele Z,, ktéry czesto przydaje si¢ w zadaniach, jest rozwiazywanie

ktadéow rownan w Z;. W ciele tym zmienne moga przyjmowac | [MD] - 3.6 I
u p y ga przyj
dwie mozliwe warto$ci — 0 lub 1. Implementacja algorytmu rozwiazujacego
tego typu uktad rownan zrealizowana jest przez funkcje template <const int s> int
GaussZ2(vector< bitset<s> >, VI, VI&), ktéra zostala umieszczona na listingu 8.1.
Funkcja ta przyjmuje jako parametry tablice reprezentujaca uklad réwnan (macierz A zgod-
nie z oznaczeniami z poprzedniego rozdzialu), wektor wartosci b oraz wektor, w ktérym ma
zostaé¢ umieszczony wynik (wektor ), o ile uktad réwnan jest niesprzeczny. Funkcja zwraca
warto$¢ —1 w przypadku, gdy podany uktad rownan nie ma rozwiazania, 0 — w przypad-
ku, gdy uktad réwnan jest jednoznaczny, wartosé¢ wieksza od 0 — w przypadku, gdy uktad
réwnan nie jest jednoznaczny (zwrécona wartosé jest wymiarem przestrzeni rozwigzan).

Listing 8.1: Implementacja funkcji template <const int s> int GaussZ2(vector< bitset<s>
>, VI, VI&)

// Funkcja rozwigzuje uktad réwnai w ciele Z2

01 template <const int s> int GaussZ2(vector < bitset<s> >equ, VI vals,
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Listing 8.1: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

02 VI & res) {

03 int n = SIZE(equ), a = 0, b = 0, c;

// ustaw odpowiednig wielkosS¢ wektora wynikowego

04 res.resize(s, 0);

// Dla kolejnej niewiadomej xb...

05 for (; a < n && b < s; b++) {

// Wyznacz pierwsze réwnanie sposrdéd réwnain [a..n-1], w ktérym wspéiczynnik
// przy zmiennej xb jest niezerowy

06 for (c = a; ¢ < n && 'lequlc][b]l; c++);

// Jes§li znaleziono takie réwnanie...

07 if (c < n) {

// Jesli w réwnaniu numer a wspéiczynnik przy xb jest réwny 0, to

// dodaj (modulo 2) réwnanie numer ¢ do a

08 if (a '= ¢) {

09 equlal A= equlc];

10 vals[al A= valsl[c];

11 }

// Dla wszystkich réwnai réznych od a, wyeliminuj z nich wspéiczynnik
// przy xb

12 REP(y, n) if (a '= y && equlyl [b]) {

13 equly]l A= equlal;

14 vals[y] A= vals[al;

15 }

// Zapamietaj numer réwnania, w ktérym wspétczynnik przy zmiennej xb jest
// rézny od O

16 res[b] = ++a;

17 }

18 }

// Dla kazdej niewiadomej, je$li istnieje dla niej réwnanie z niezerowym
// wspéiczynnikiem, to wyznacz jej wartoS¢ z tego rdéwnania

19 REP(x, b) if (res[x]) res([x] = vals[res[x] - 1];

// Sprawdz, czy wyznaczone rozwiazanie spetnia uktad réwnai

20  REP(x, n) {

21 c = 0;

22 REP(z, s) if (equlx][z]) ¢ A= resl[z];

23 if (¢ !'= vals[x]) return -1;

24}

// Zwréé wymiar przestrzeni rozwigzan

25 return s - a;

26 }

Dla nastepujacego uktadu réwnan:

T1+ax9=0*xxg+1xx1+1*x29+0x234+0%x24=0
T1+x3=0*x20+1%x21+0*xx9+1x234+0xxy4=1
T1+ax3+x4=0x20+1%xx1+0%x290+1*%x23+1%x24=0

rozwigzanie jest przedstawione na listingu 8.2.
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Listing 8.2: Przyklad wykorzystania funkcji template <const int s> int GaussZ2(vector<
bitset<s> >, VI, VI&)

Wymiar przestrzeni rozwiazan: -1
x0 =0
xl =1
x2 =1
x3 = 0

Listing 8.3: Kod Zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 8.2. Pelny kod
zrodlowy programu znajduje sie w pliku gaussz2.cpp

01 int main() {

// Skonstruuj rozwigzywany uktad réwnai
02  vector < bitset < 4 > >equ(4);
03 VI vals(4), res;

04  equl0][1] = equl0][2] = 1;

05 vals[0] = 0;

06  equl1][1] = equl1][3] = 1;

07 vals[1] = 1;

08  equl2][1] = equl2][3] = equ[2][4] = 1;

09 vals[2] = 0;
// Wyznacz jego rozwigzanie

10 cout << "Wymiar przestrzeni rozwiazan: " << GaussZ2(equ, vals, res) << endl;
11 REP(z, SIZE(res)) cout << "x" << z << " =" << res[z] << endl;

12 return O;

13 }

Zadanie: Taniec
Pochodzenie: Rozwiazanie:
Szwajcarska Olimpiada Informatyczna 2004 dance.cpp

Ostatnio ogladates program telewizyjny, w ktérym piosenkarz tanczyt na szachownicy, sktada-
jacej sie z kolorowych, podéwietlanych od dotu pél. Kazdy jego krok na polu powodowalt
przetaczenie pods$wietlenia; dodatkowo wszystkie sasiadujace pola rowniez zmienialy stan
swojego podswietlenia. Twoim zadaniem jest sprawdzenie, czy istnieje mozliwo$¢ zapalenia
wszystkich $wiatel na szachownicy, wykonujac w tym celu odpowiedni taniec.

Na poczatku tanca niektore obszary sa juz zapalone. Wolno tanczyé¢ po wszystkich polach
szachownicy. Kazdy krok na polu powoduje zamiane stanu aktualnego pola oraz czterech pdl
sasiednich (w przypadku pdl lezacych na krawedzi szachownicy odpowiednio mniejszej ich
liczby) .

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejécia poczatkowy stan szachownicy,

e stwierdzi, czy da sie¢ wykonaé pozadany taniec i jesli tak, to wypisze liste krokéw, ktore
nalezy wykonaé,
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e wypisze wynik na standardowe wyjscie

Wejscie

Pierwsza linia wejscia zawiera dwie liczby naturalne x i y (3 < x,y < 15), oznaczajace
odpowiednio szerokos¢ i wysoko$é szachownicy. Kolejnych y wierszy zawiera po x znakéw,
opisujacych stany kolejnych pol szachownicy. 0 oznacza, ze Swiatto pod odpowiednim polem
jest zgaszone, podczas gdy 1 oznacza, ze Swiatlo jest zapalone.

Wyjscie

W pierwszym wierszu wyjscia powinna znalez¢ sie jedna liczba catkowita n — minimalna
liczba krokow potrzebnych do wlaczenia wszystkich $wiatel na szachownicy. Kolejnych n
wierszy powinno zawiera¢ po dwie liczby calkowite ¢ oraz j. Kazda para liczb wyznacza
pojedynczy krok, jaki tancerz musi wykona¢ — nastapienie na pole w i-tym wierszu j-tej
kolumny. Jesli istnieje wiele rozwigzan, Twoj program powinien wypisa¢ dowolne z nich. Jesli
rozwiazanie nie istnieje, program powinien wypisa¢ —1.

Przyktad
Dla nastepujacego wejscia: Poprawnym rozwigzaniem jest:

4 3 3
0111 21
1010 31
1000 3
8.1.2. Eliminacja Gaussa w Z,

Po przeanalizowaniu problemu rozwiazywania uktadéw réwnan ||
w Z3, zajmiemy sie przypadkiem ciala Z,, gdzie p jest liczba pier-

| [MD] - 3.6 |

WSZ4.

Sposob realizacji eliminacji Gaussa jest w tym przypadku podob-
ny. Réznica polega na sposobie wykonywania operacji arytmetycznych. W przypadku ciata Zs
wykonywanie operacji arytmetycznych jest proste. W ogélnym przypadku natomiast konieczne
jest wyznaczanie odwrotnosci liczb (modulo p) (byta o tym mowa w rozdziale poswigconym
teorii liczb). Dokladny opis realizacji tego algorytmu mozna znalezé w literaturze.

Przedstawiona na listingu 8.4 funkcja int Gauss (vector<VI>&, VI&, VI&, int) przyj-
muje jako parametry odpowiednio tablice reprezentujaca uktad réwnan A, wektor wartosci
b, wektor = oraz liczbe pierwsza p. Funkcja zwraca —1 w przypadku, gdy podany uktad row-
nan nie ma rozwiazan, w przeciwnym przypadku zwraca wymiar przestrzeni rozwiazan oraz
przyktadowy wynik umieszcza w wektorze x.

Listing 8.4: Implementacja funkcji int Gauss(vector<VI>&, VI&, VI&, int)

// Funkcja rozwigzuje dany uklad réwnan w ciele Zp
01 int Gauss(vector<VI>& A, VI &b, VI &x, int P){
02 int m = SIZE(A), n = SIZE(A[O]), k, r;

03 VI q;

04 for (x = 0; k¥ < min(m, n); k++) {
05 int i, j;

06 for (j = k; j < n; j++)
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Listing 8.4: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

07 for (i = k; i < m; i++)

08 if (A[il1[j] '= 0) goto found;

09 break;

10 found:

11 if (j !'= k) REP(t, m) swap(A[t][j], Alt][k]);
12 q.PB(j);

13 if (i !1=% {

14 swap(A[i], A[k]);

15 swap(b[i], blk]);

16 }

17 FOR(j, k + 1, m - 1) if (A[jI[k] '= 0) {

18 int 1 = (A[j][k] * RevMod(A[k][k], P)) % P;
19 FOR(i, k¥ + 1, n - 1) A[jI1[i] = (P + A[j1[i] - (O * A[k][il) % P) ¥% P;
20 bl[jl = (P + b[j] - (1 * b[k]) % P) % P;

21 }

22 }

23 r = k;

24  x.clear();

25 x.resize(n, 0);

26 FOR(k, r, m - 1) if (b[k] != 0) return -1;
27  FORD(k, r - 1, 0) {

28 int s = b[k];

29 FOR(j, k + 1, r - 1) s = (P + s - (A[kI[j] * x[j1) % P) % P;
30 x[k] = (s * RevMod(A[k][k]l, P)) % P;

31}

32 FORD(k, r - 1, 0) swap(x[k], x[q[k]]1);
33 returnn - r;
34}

Dla nastepujacego uktadu réwnan:

lxzg+3xx1 +7x22=0
dxxg+0xx;+14x22=1
2%xx9g+ 6% +8%x 22 =2

rozwiazanie w ciele Zyg9 jest przedstawione na listingu 8.5.

Listing 8.5: Przyklad wykorzystania funkcji int Gauss(vector<VI>&, VI&, VI&, int)

Wymiar przestrzeni rozwiazan: 0

x0 = 3
xl = 4
x2 = 6
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Listing 8.6: Kod Zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 8.5. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku gausszp. cpp

01 int main() {

// Skonstruuj uklad réwnan

02  vector<VI> a(3, VI(3));
03 VI b(3), x;

04 afol[0] =1, al0l[1] = 3, al0]l[2] = 7;

05 blo] = 0;

06 al1][0] = 4, al[1][1] = 0, al1]l[2] = 14;

07 bl1] = 1;

08 al2][0] = 2, al[2][1] = 6, al[2][2] = 8;

09 b[2] = 2;

// I rozwiaz go

10 cout << "Wymiar przestrzeni rozwiazan: " << Gauss(a, b, x, 19) << endl;
11 REP(i, SIZE(x)) cout << "x" << i << " =" << x[i] << endl;

12 return 0;

13 }

Zadanie: Sejf

Pochodzenie: Rozwiazanie:
Potyczki Algorytmiczne 2006 safe.cpp

Bajtosmok posiada sejf, do zawartosci ktérego dostepu broni zamek sktadajacy sie z n
szyfratoréw. Kazdy szyfrator jest po prostu pokretlem, ktére mozna ustawi¢ w p réznych
pozycjach. Sejf otwiera si¢, gdy wszystkie szyfratory zostaja ustawione w odpowiedniej pozy-
cji.

Bajtosmok dawno nie uzywal sejfu, przez co zapomnial konfiguracji, ktora go otwiera.
Udat sie do zaktadu produkujacego szyfratory, jednak jedyne czego sie dowiedzial, to schemat
konstrukeji zamka. Zamek sktada sie z n szyfratoréw i tylu samo blokad — wszystkie one,
zaréwno szyfratory jak i blokady, moga by¢ ustawione w jednej z p pozycji numerowanych
od 0 do p — 1. Zamek otwiera si¢ w momencie, gdy wszystkie blokady ustawione sa w pozycji
0. Przekrecenie i-tego szyfratora o jedna pozycje (z pozycji 0 na 1, z pozycji 1 na 2, ..., z
p—2mnap—1,zp—1na0) powoduje, ze j-ta blokada przekreca sie o ¢; ; pozycji (z pozycji
I na pozycje (I+¢; ;) (mod p)). W celu umozliwienia rozszyfrowania kombinacji otwierajacej
sejf, Bajtosmok otrzymal réwniez nowoczesny skaner tréjwymiarowy (model ,,Wzrok Super-
smoka” ), ktéry umozliwia mu sprawdzenie w jakiej konfiguracji znajduja si¢ ukryte wewnatrz
mechanizmu sejfu blokady.

Jako ze sejfy, ktorych uzywa Bajtosmok sa zawsze pierwszej klasy, mozna zalozy¢, ze
zawsze istnieje dokltadnie jedna kombinacja otwierajaca sejf.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wezyta ze standardowego wejscia opis konstrukeji zamku w sejfie,
e wyznaczy ustawienie szyfratoréw, przy ktorym zamek jest otwarty,

e wypisze wynik na standardowe wyjscie
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Wejscie

Pierwszy wiersz zawiera dwie liczby catkowite n — liczbe szyfratoréw, 1 < n < 300 oraz liczbe
pierwsza p — liczbe pozycji, w ktorych moze znajdowaé sie jeden szyfrator, 3 < p < 40000
(liczba pierwsza to taka, ktora ma doktadnie dwa dzielniki: 1 i sama siebie). Nastepny wiersz
zawiera n liczb catkowitych z zakresu od 0 do p—1 — pozycje, w ktérych sa ustawione kolejne
szyfratory. Kolejny wiersz zawiera réwniez n liczb catkowitych od 0 do p — 1 — pozycje, w
ktérych ustawione sa blokady w zamku Bajtosmoka. Nastepnych n wierszy zawiera opisy
poszczegdlnych szyfratoréw — i-ty z tych wierszy zawiera dokltadnie n liczb catkowitych —
kolejne liczby ¢; o, ¢i1, ..., Cin-1, 0 < ¢;; < p. W dowolnym wierszu liczby pooddzielane sa
pojedynczymi odstepami.

Wyjscie

W pierwszym i jedynym wierszu wyjscia twdj program powinien wypisac n liczb catkowitych z
przedziatu 0 do p—1 oddzielonych pojedynczymi odstepami — pozycje kolejnych szyfratorow,
dla ktérych zamek jest otwarty.

Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:

Poprawnym rozwiazaniem jest:

HQQ

S = N =N
= O N = W

Cwiczenia
H Proste ‘ Srednie Trudne H

acm.uva.es - zadanie 10309 | acm.uva.es - zadanie 10524 | acm.uva.es - zadanie 10808
acm.sgu.ru - zadanie 260 | acm.uva.es - zadanie 10109

8.2. Programowanie liniowe

Zagadnienie programowania liniowego polega na wyznaczeniu H Literatura H
nieujemnych liczb rzeczywistych xg, x1, .., x,—1 maksymalizujacych NP 2.2
badZ minimalizujacych wartos¢ danej funkcji liniowej postaci [ [P(]j(_j] :

flxo, @1,y @p_1) =bo*xxog+ by %21+ .. +bp1 *Tp_1 [WDA] - 25.5

przy jednoczesnym zachowaniu wszystkich warunkoéw ograniczajacych, bedacych postaci nie-
réownoscei liniowych:

To* apo + X1 *ag1 ... F Tp 1 *¥Aon-1 < C
Toxa1o+Trrkail+ ...+ Tp-1%010-1<C1

TO* Qp—1,0 T T1* Q11+ - + Tyl * Q—1n—1 < Cp—1
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W tym rozdziale skupimy sie na problemie maksymalizacji wartodci funkcji f — problem
minimalizacji mozna w latwy sposob rozwiaza¢ poprzez zamiane znakéw przy wspolezyn-
nikach w funkcji f:

flxo, @1,y @p—1) = —bo*xog — by x 21 — ... — b1 *Tp_1
W podobny sposéb, mozna uzyskaé¢ warunki ograniczajace postaci:
ag*xTo+ a1 *xx1 + ... +aAp_1*Tp_1 = C
poprzez zamiane znakéw wspdlezynnikéw:
—QQ*To— AL *T] — ... — Qp_1 ¥ Tp_] < —C

Podobnie jak w przypadku eliminacji Gaussa, problem mozna reprezentowaé¢ w postaci
macierzowej. Dla danych macierzy A oraz wektora b i ¢, nalezy wyznaczy¢ wektor x liczb
rzeczywistych dodatnich, speliajacy nieréwnosé A x x < ¢ oraz maksymalizujacy wartosé
b x.

Istnieje wiele réznych sposobéw wyznaczania wartosci wektora x, ktore zaleza nie tylko
od postaci warunkow ograniczajacych, ale rowniez od ich liczby czy ewentualnych zaleznos-
ci pomiedzy nimi wystepujacymi. Wiecej informacji na ten temat mozna uzyskaé w lit-
eraturze. My natomiast skupimy sie nad implementacja funkcji vector<long double>
simplex(vector<vector<long double> >&, vector<long double>&, vector<long
double>&), ktérej kod zrodtowy znajduje sie na listingu 8.7. Funkcja przyjmuje jako parame-
try macierz A, wektor ¢ oraz wektor wspotczynnikéw b dla maksymalizowanej funkcji. Jako
wynik dziatania, funkcja ta zwraca wektor x, dla ktérego wartos¢ funkcji f jest zmaksymal-
izowana, lub pusty wektor w przypadku, gdy podana lista warunkéw jest sprzeczna (moze
sie tak rowniez zdarzy¢, gdy warto$¢ maksymalizowanej funkcji nie jest ograniczona). Imple-
mentacja programowania liniowego zostala zamknigta w przestrzeni nazw (ang. namespace),
zatem aby odwolaé si¢ do funkcji simplex, nalezy w programie dopisa¢ using namespace
Simplex lub wywolywaé¢ programowanie liniowe poprzez instrukcje Simplex: :simplex. Po
doktadna analize rozwiazywania probleméw programowania liniowego nalezy odwolywacé sie
do literatury.

Listing 8.7: Implementacja funkcji vector<long double> simplex(vector<vector<long
double> >&, vector<long double>&, vector<long double>&)

01 namespace Simplex {

// Typ wykorzystywany do wykonywania obliczen - domy$lnie jest to long double
02 typedef long double T;

03 typedef vector<T> VT;

04 vector<VT> A;

05 VT b, c, res;

06 VI kt, N;

07 int m;

08 inline void pivot(int k, int 1, int e) {
09 int x = kt[1];

10 T p = A[1] [e];

11 REP(i, k) A[1]1[i] /= p;

12 b[1] /= p;

13 N[e] = 0;

14 REP(i, m) if (i !'= 1)
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Listing 8.7: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

15 b[i] -= A[illel * b[1], A[il[x] = A[illel * -A[11[x];
16 REP(j, k) if (N[j1) { c[jl -= clel * A[11[j];
17 REP(i, m) if (i '= 1) A[il[j] -= A[il[e]l * A[110[jl;
18 }

19 kt[1] = e;

20 N[x] = 1;

21 clx] = clel * -A[1][x];

22 }

23 VT doit(int k) {

24 VT res;

25 T best;

26 while (1) {

27 inte =-1, 1 = -1;

28 REP(i, k) if (N[i] && c[i] > EPS) {

29 e = ij;

30 break;

31 }

32 if (e == -1) break;

33 REP(i, m) if (A[i][e] > EPS && (1 == -1 || best > b[i] / A[il[el))
34 best = b[1l = i] / A[i] [e];

35 if (1 == -1) return VTQ);

36 pivot(k, 1, e);

37 }

38 res.resize(k, 0);

39 REP(i, m) res[kt[i]] = b[il;

40 return res;

41 }

42 VT simplex(vector<VT> &AA, VT & bb, VT & cc) {
43 int n = AA[O] .size(), k;

44 m = AA.size();

45 k=n+m+1;

46 kt.resize(m);

47 b = bb;

48 c = cc;

49 c.resize(n + m);

50 A = AA;

51 REP(i, m) {

52 A[i] .resize(k);

53 Alil[n + 1] = 1;

54 Alil [k - 1] = -1;

55 kt[i] = n + i;

56 }

57 N = VI(k, 1);

58 REP(i, m) N[kt[i]] = 0;

59 int pos = min_element (ALL(b)) - b.begin();

60 if (b[pos] < -EPS) {

61 c = VIl(k, 0);

62 clk - 1] = -1;
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Listing 8.7: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

63 pivot(k, pos, k - 1);

64 res = doit(k);

65 if (res[k - 1] > EPS) return VT();

66 REP(i, m) if (kt[i] == k - 1)

67 REP(j, k - 1) if (N[j] && (A[i][j] < -EPS || EPS < A[i]1[j1)) {
68 pivot(k, i, j);

69 break;

70 }

71 c = cc;

72 c.resize(k, 0);

73 REP(i, m) REP(j, k) if (N[j1) c[j]l -= clkt[il]l = A[iI[j]1;
74 }

75 res = doit(k - 1);

76 if (lres.empty()) res.resize(n);

77 return res;

78 }

79 };

Dla nastepujacych ograniczen:

—05%xxg—1*xx]+2%20 < —2
To+ 2*xx1 < 100

oraz funkcji celu postaci 5 x0 — 1.5 % x1 4 0.1 * 22 wyznaczony przez programowanie liniowe
wynik jest przedstawiony na listingu 8.8.

Listing 8.8: Przyktad wykorzystania programowania liniowego

Najlepsze rozwiazanie : x0 = 100 x1 =0 x2 = 24
Wartosc funkcji celu = 502.4

Listing 8.9: Kod Zrédlowy programu uzytego do wyznaczenia wyniku z listingu 8.8. Pelny kod
zréodlowy programu znajduje si¢ w pliku linearprog. cpp

01 typedef long double LD;

02 int main() {

// Skonstruuj odpowiednie macierze oraz wektory

03 vector < vector<LD> >A(2, vector<LD> (3));

04 vector<LD> b(2), c(3), res;

05 A[0][0] = -0.5, A[0][1] = -1, A[0][2] = 2, b[0O] = -2;
06  A[1][o0] 1, A[11[1] =2, A[1]1[2] = 0, b[1] = 100;
07 c[0] =5, c[1] = -1.5, c[2] = 0.1;

// Rozwiaz programowanie liniowe oraz wypisz wynik

08 res = Simplex::simplex(A, b, c¢);

09 cout << "Najlepsze rozwiazanie : ";

10 REP(i, SIZE(res)) cout << "x" << i << " =" << res[i] << "\t";
11 cout << endl;

12 LD acc = 0;
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Listing 8.9: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

13 REP(i, SIZE(res)) acc += res[i] * c[il;

14 cout << "Wartosc funkcji celu = " << acc << endl;
15 return 0;

16 }

Zadanie: Szalony malarz
Pochodzenie: Rozwiazanie:
Problem Set Archive with Online Judge (http://acm.zju.edu.cn/) paint.cpp

Szalony malarz — Henry Daub — planuje namalowaé¢ nowe arcydzieto. Jak wszystkie jego
obrazy, nowe malowidlo bedzie prostokatem o wymiarach m x n cali, a kazdy cal kwadratowy
bedzie pomalowany na pewien okreslony kolor. Henry chce zminimalizowa¢ czas potrzebny
na namalowanie obrazu. Stworzyl juz szkic i teraz planuje, w jaki sposéb malowaé obraz.
Istnieja trzy podstawowe techniki malowania, ktére Henry wykorzystuje w swoich obrazach.
W kazdym kroku moze on namalowaé pozioma lini¢, pionowa lini¢ lub pojedyncze pole
o rozmiarze cala kwadratowego. Malowanie poziomej linii koloruje pewna liczbe poziomo-
sasiadujacych ze soba pol na ten sam kolor, podobnie — malowanie pionowej linii koloruje
pewna liczbe pionowo-sasiadujacych ze soba pol na ten sam kolor. Malowanie pojedynczego
pola koloruje tylko to pojedyncze pole. Malowanie poziomej linii zajmuje h sekund, a pionowa
linia moze by¢ namalowana w czasie v sekund. Pojedyncze pole moze zosta¢ pomalowane w
s sekund. Namalowany obraz musi doktadnie odpowiada¢ sporzadzonemu wezeéniej szkicowi.
Co wiegcej, nie jest dozwolone zmienianie koloru pojedynczych pél — moga one by¢ malowane
wielokrotnie, ale za kazdym razem musi to by¢ farba tego samego koloru. Poméz Henremu
wyznaczy¢ czas potrzebny na namalowanie obrazu. Na poczatku, cate plétno jest puste.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejécia rozmiar obrazu oraz opis jego szkicu,
e wyznaczy czas oraz liste ruchéw, jakie nalezy wykonaé, aby pomalowaé¢ obraz,

e wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera liczby m,n,h,v oraz s (1 < m,n < 30,1 < h,v,s < 105).
Nastepnych m wierszy zawiera po n liter, oznaczajacych kolory poszczegdlnych pol obrazu
— kolory reprezentowane sa przez male litery alfabetu angielskiego.

Wyjscie

W pierwszym wierszu program powinien wypisa¢ dwie liczby catkowite ¢ — czas potrzebny
na pomalowanie obrazu i kK — liczbe ruchéw, jakie nalezy wykonaé. Kolejnych k wierszy musi
zawiera¢ opisy ruchow. Pierwszym elementem opisu ruchu jest litera, oznaczajaca rodzaj
wykonywanego ruchu: 'h’ (ruch poziomy), v’ (ruch pionowy) lub ’s’ (pojedynczy punkt).
W przypadku pierwszych dwéch ruchow, po literze nastepuja cztery liczby — wspdlrzedne
gornego-lewego i dolnego-prawego konca malowanej kreski. W ostatnim przypadku — dwie
liczby catkowite bedace wspoétrzednymi malowanego pola. Ostatnim elementem opisu ruchu
jest kolor uzyty do pomalowania pél.
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Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:

Poprawnym rozwiazaniem jest:

23 8

4 4 35 2
aabc
aabc
bbbb
ccbe

< BB n ®»no®
oW N = RN
QO = N N

=k W= OO0 0

W N = NN
oo T oo

Cwiczenia

H Proste ‘

Srednie

Trudne

H acm.uva.es - zadanie 10817 ‘ acm.uva.es - zadanie 10498 ‘ acm.sgu.ru - zadanie 248 H
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Rozdziat 9

Elementy strategii podczas
zawodow

W kazdym rzemiosle niezwykle wazna role odgrywa praktyka. Nawet najwyzsze teoretyczne
wyksztalcenie jej nie zastapi. Oczywiscie bez wiedzy doswiadczenie réwniez nie ma swojej
wartosci. Oba te czynniki musza ze soba wspélgraé w odpowiednich proporcjach. Podobna
sytuacja odnosi sie do udzialu w konkursach programistycznych. Bez znajomosci algorytmiki
nie ma sie szans na poprawne i efektywne rozwiazywanie zadan. Jednak znajomos¢ opty-
malnego rozwiazania nie poparta treningiem, nie zapewnia witasciwego zaimplementowania
zadania podczas konkursu. Uczestniczenie w wielu treningach przynosi ,wiedze praktyczna”,
o ktorej nie mozna przeczyta¢ w zadnej ksiazce.

W niniejszym rozdziale poruszone zostaly problemy, zwiazane ze strategia brania udzi-
atu w konkursach. Wiedza ta nie pochodzi z teoretycznych rozwazan, dotyczacych sposobdow
przeprowadzania zawodéw, lecz stanowi konstruktywne wnioski wyciagniete z udzialu w wielu
konkursach — wnioski, ktére nie tylko pomoga w efektywnym rozwiazywaniu zadan, ale poz-
wola réowniez na unikniecie wielu probleméw, z ktérych istnienia mozna sobie wczesniej nie
zdawaé sprawy, a ktore w istotny sposéb wpltywaja na szybkosé osiagania celu. W dziale Do-
datki znajduje sie niezwykle cenny material — zbiér dobrych rad pochodzacych od wysokiej
klasy zawodnikéw. Stanowi on uzupelnienie zawartosci niniejszego rozdziatu.

9.1. Szacowanie oczekiwanej zlozonosci czasowej

Rozwiazywanie kazdego zadania sklada si¢ z trzech faz: wymyslenia algorytmu, zaimplemen-
towania rozwiazania oraz przetestowania go, potaczonego zazwyczaj z dokonaniem odpowied-
nich poprawek. Czym mniej czasu spedza si¢ sumarycznie podczas tych trzech faz, tym lepsze
osiaga sie efekty. Czesto poczatkujacy zawodnicy, zdajac sobie sprawe z tej zaleznosci, za-
bieraja sie za rozwiazywanie zadan w sposob zachlanny — chca jak najszybciej zakonczy¢
kazda z tych trzech faz. Takie podejscie doprowadza do sytuacji, w ktérych podczas imple-
mentacji programu okazuje sie, ze nalezy uwzgledni¢ jakies dodatkowe przypadki skrajne,
albo co gorsza, ze zastosowany algorytm nie jest poprawny. Konsekwencja takich sytuacji
jest istotne wydluzenie czasu spedzonego w drugiej i trzeciej fazie.

Pomijajac aspekty poprawnoéci samego rozwiazania, w wielu przypadkach okazuje sie,
ze zadanie mozna zaimplementowaé na kilka sposobow — réznice czesto leza w szczegotach.
Niekiedy odpowiednie zainicjowanie zmiennych moze pozwoli¢, w kolejnych fazach algoryt-
mu, na pominiecie sprawdzania wielu skomplikowanych warunkow. Umiejetnoéé¢ dostrzegania
mozliwych uproszczen wymaga duzo praktyki, ale nawet najbardziej do$wiadczony zawodnik
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potrzebuje czasu na ich wymyélenie. Poswiecenie kilku dodatkowych minut w fazie projek-
towania algorytmu, starajac sie doktadnie przemysle¢ sposéb implementacji oraz mozliwe jej
uproszczenia, zawsze zwroca sie w dwdjnaséb podczas dwoch kolejnych faz.

Istotny wplyw na zlozonosé implementowanych programéw maja stosowane struktury
danych. Rozwiazujacy zadanie musi zdecydowaé, czy zastosowaé efektywniejsza i bardziej
skomplikowana strukture danych, czy tez prostsza i wolniejsza. W zaleznosci od charakteru
konkursu, w ktérym bierze sie udzial, w wielu przypadkach organizatorzy nie wymagaja od
zawodnikéw implementacji asymptotycznie optymalnych rozwiazan. W takich przypadkach,
umiejetnos¢ szacowania oczekiwanej ztozonosci jest bardzo istotna. Decyzja polegajaca na
wybraniu bardziej skomplikowanej struktury danych czy algorytmu, gwarantuje zmieszczenie
siec w limitach czasowych, ale zwicksza czas implementacji oraz ryzyko pomyltek. Wprawdzie
nieefektywne podejscie pozwala na uproszczenie implementacji, ale z drugiej strony naraza
na przekroczenie limitéw czasowych. Pdzniejsze gruntowne modyfikacje zaimplementowanego
rozwiazania bywaja bardzo trudne, zatem nalezy wystrzegac sie sytuacji, ktore moga prowadz-
i¢ do konieczno$ci zmiany podejscia do rozwiazywanego problemu.

Szacowanie oczekiwanej ztozonoéci czasowej rozwiazania jest mozliwe dzieki analizie wiel-
kosci limitéw na dane wejsciowe. Jedli nie ma sie w tym zakresie wprawy, najlepszym sposobem
jest przeanalizowanie zadan konkursowych z lat ubieglych wraz z sugerowanymi rozwiazaniami.
Na tej podstawie mozna oszacowaé, w jaki sposéb beda dobierane limity w zaleznosci od
ztozonosci rozwiazan dla zadan w przysztoéci. Podczas dokonywania oszacowan, nalezy jed-
nak pamietaé¢ o nieustannie zwiekszajacej sie szybkosci komputeréw, co pozwala organiza-
torom konkursu na nieznaczne zwickszanie limitéw na maksymalna wielkos¢ danych przy
tych samych oczekiwanych asymptotycznych zlozonosSciach rozwiazan.

Wyznaczenie oczekiwanej ztozonosci rozwiazania pozwala nie tylko na doboér odpowied-
nich struktur danych czy algorytméw, ale réwniez daje pewna informacje na temat metody
rozwiazywania samego zadania. W ten sposob, bez czytania treéci zadania, mozna bez prob-
lemu stwierdzié¢, ze zadanie nalezy do klasy probleméw NP-trudnych, jego rozwiazanie mozna
oprzeé¢ o programowanie dynamiczne lub ze wymagany jest algorytm liniowy.

Zazwyczaj rozroznia si¢ cztery podstawowe klasy ztozonosci algorytméw:

e Programy o zlozonosci O(n) — O(n x log(n)). Limity na dane wejSciowe (oczywiscie
zmienia si¢ to z czasem, o czym trzeba pamietac) sa rzedu 100000 — 1000 000. Istotny
jest réwniez fakt, iz jury nie jest zazwyczaj w stanie rozrézni¢ rozwiazan o ztozonosci
O(n) od O(n *log(n)), zatem majac wybér pomiedzy takimi dwoma algorytmami, bez
obawy mozna przyjaé¢ wolniejsze rozwiazanie (o ile oczywiscie jest prostsze w imple-
mentacji). Czynnik logarytmiczny w zlozonosci pojawia si¢ zazwyczaj ze wzgledu na
koniecznosé posortowania danych wejéciowych.

e Programy o ztozonoéci O(n?), ewentualnie z dodatkowymi czynnikami logarytmicznymi,
maja limity nie przekraczajace 10000 — 20000. W tej klasie programéw mieszcza sie
rozne rozwiazania zachtanne oraz proste zadania na struktury danych, ktore czesto daje
sie réwniez rozwiazaé¢ w ztozonosci O(nx*log(n)), przy uzyciu skomplikowanych struktur
danych.

e Programy o zlozonosci O(n?) (z ewentualnymi czynnikami logarytmicznymi). W tej
klasie rozwiazan znajduja sie zazwyczaj algorytmy oparte o programowanie dynamiczne;
zatem wielko$¢ danych wejéciowych zalezy nie tylko od ztozonosci czasowej, ale réwniez
i pamieciowej, ktéra czesto jest rzedu O(n?). Przy aktualnych limitach pamieciowych
— 32-64 MB, ograniczenia na dane wejsciowe nie przekraczaja 1000. Nalezy zauwazy¢,
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iz rozwiazania szescienne wielu zadan z tej klasy, maja mata stala multiplikatywna, co
pozwala na dobér stosunkowo duzych limitéw na dane wejsSciowe.

e Rozwiazania wyktadnicze, ktérych ztozonosé czasowa moze mie¢ we wzorze silnie, funke-
je wyktadnicze i dwumiany (przyktadowo O(n!), O(2"), O((}))). W przypadku tego ty-
pu zadan, podejscie polega zazwyczaj na generowaniu réznych rozwiazan postawionego
problemu oraz sprawdzaniu, ktore z nich jest optymalne. W tego rodzaju zadaniach moz-
na, przy uzyciu heurystyk, ogranicza¢ przeszukiwana przestrzen rozwiazan, co w istotny
sposOb przyspiesza dzialanie programu. Ograniczenia przyjete w tego typu zadaniach
nie przekraczaja wartosci 50, a zazwycza]j oscyluja w zakresie 10 — 25.

9.2. Strategia pracy w druzynie

W przypadku brania udziatu w zawodach druzynowych, takich jak ACM ICPC, bardzo wazne
jest opracowanie strategii, zgodnie z ktéra musza postepowaé wszyscy cztonkowie druzyny.
Potrzeba dobrej organizacji nie wynika jedynie z koniecznoséci wspdétpracy miedzy czlonka-
mi zespotu, ale przede wszystkim z tego, ze do dyspozycji trzech zawodnikéw jest tylko
jeden komputer i jego efektywne wykorzystanie jest nieodzowne. Dobra druzyna powinna
przeprowadzaé razem liczne treningi, majace na celu symulowanie zawodéw. Umiejetnosé
rozwiazywania zadan mozna ¢wiczy¢ indywidualnie i nie sa do tego konieczne treningi ze-
spotowe. Po kazdym treningu powinno nastapié¢ jego oméwienie. Oméwienie to jest tak samo
istotne jak sam trening, gdyz ma ono na celu wyciagniecie wnioskéw na przysztosé i us-
prawnienie wspétpracy w druzynie. Waznymi elementami, na jakie nalezy zwracaé uwage
podczas oméwien, sa:

e Czy ktérys z zawodnikow stracil duzo czasu z okreslonego powodu, co w przysztosci
mozna wyeliminowaé¢ albo przynajmniej ograniczy¢. Krytycznym elementem, z ktérym
zawsze wiaza sie problemy, jest oczekiwanie na komputer. Jednak i w tym zakresie
istnieje mozliwos¢ wprowadzenia pewnych usprawnien, polegajacych na chocby zapisy-
waniu programéw najpierw na kartce, a dopiero potem na komputerze. Odstepstwem
od tej reguly sa pierwsze oraz ostatnie zadania rozwiazywane podczas zawodéw. Innym
czynnikiem, ktéry moze powodowaé niepotrzebna strate czasu podczas prawdziwych
zawodow, jest oczekiwanie na dostarczenie przez organizatoréw wydruku programu
(poszukiwanie bledéw w kodzie odbywa si¢ bowiem na kartce). Dobrym pomystem jest
drukowanie kazdego programu podczas wysylania go do oceny (jeszcze przed uzyskaniem
odpowiedzi). Jesli okaze sie, ze rozwiazanie jest nieprawidlowe, to wydruk programu
zostanie dostarczony o kilka cennych minut wczesniej i bedzie mozna szybciej przystapié¢
do poszukiwania bledéw.

e Czy poprawianie btedéw w ktoryms z zadan zajeto bardzo duzo czasu. Sytuacje takie
moga byé¢ spowodowane czterema czynnikami. Pierwszym z nich jest losowy btad w
implementacji. Bledéw takich trudno jest sie wystrzec, nie ma tez standardowego mech-
anizmu pozwalajacego na ich wychwytywanie. W tym zakresie tylko czeste treningi sa
w stanie pomoc.

Drugim, bardzo niebezpiecznym problemem, jest zastosowanie nieprawidlowego algo-
rytmu. Sytuacja taka moze pojawié sie po ztym zrozumieniu tresci zadania. Zdarza sie,
ze pomimo przekonania o poprawnosci rozwigzania (co wymusza poszukiwanie bledu
w samym programie), idea algorytmu okazaé¢ sie¢ moze nieprawidlowa, a wéwczas cala
prace nalezy rozpoczaé od poczatku. Co wiecej, sytuacje takie wprowadzaja napiecie w
zespole i dekoncentruja cata druzyne.
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Trzecim problemem, ktéry mozna ominaé, jest implementowanie programu przez nieod-
powiednia osobe. Niektérzy zawodnicy preferuja zadania z geometrii obliczeniowej, inni
z teorii graféw. Ogolna zasada podczas zawoddéw jest, aby zawodnicy nie wymieniali
sie zadaniami, o ile nie jest to konieczne. W przypadku, gdy zawodnik zdaje sobie
jednak sprawe, ze jego kolega z druzyny jest znacznie lepszy w rozwiazywaniu zadan
okreélonego typu, nalezy zdecydowaé sie na zamiane zadaniami.

Ostatnim powodem moga by¢ czesto powtarzajace si¢ bledy. Pojawiaja si¢ one za-
zwyczaj podczas zawoddw, kiedy pracuje sie pod presja. Przykladowo, moze zdarzy¢
sie, ze zglosi sie do oceny program do innego zadania. Istnieje tez wiele problemdéw
natury implementacyjnej. Jednym z nich jest wykorzystywanie zmiennych globalnych
oraz lokalnych o tej samej nazwie. Wydawaé by sie mogto, ze wykrycie takiego btedu
jest proste (debugujac program na komputerze, bardzo szybko mozna to wykry¢), lecz
podczas zawodow, gdy programy poprawia sie na kartce, jest to jedna z najtrudniejszych
do wychwycenia usterek. Zazwyczaj szuka sie btedow we wzorach i skomplikowanych
ciagach instrukcji, a nie zwraca si¢ uwagi na to, ze dwie zmienne w programie maja taka
sama nazwe. Bardzo dobrym pomystem jest sporzadzenie, na podstawie doswiadczen z
treningéw, listy powtarzajacych sie bltedow i za kazdym razem odwolywanie sie do niej
podczas debugowania programu.

e Krytycznym momentem jest ostatnia godzina zawoddéw. Jesli w druzynie kazdy za-
wodnik przez caly czas pracuje nad swoimi zadaniami, to moze okazaé¢ sie pod koniec
konkursu, ze druzyna ma kilka prawie rozwiazanych zadan, ale nie jest mozliwe zaim-
plementowanie w krotkim czasie zadnego z nich. Dobrym pomystem jest, okoto godziny
przed zakonczeniem konkursu, przerwanie na chwile rozwiazywania zadan i przedysku-
towanie, jak wyglada sytuacja. Nalezy podja¢ decyzje, nad ktérymi zadaniami bedzie
sie dalej pracowac i kto je powinien implementowaé. Nawet jesli wydaje sie, ze istnieje
szansa rozwiazania wszystkich rozpoczetych zadan, to nalezy doktadnie przemysleé taka
decyzje, gdyz praktyka pokazuje, ze tego typu szarze zazwyczaj koncza sie¢ porazka.

e Wazna strategiczna decyzja jest réwniez sposob korzystania z rankingu. Przez pierwsze
godziny zawodow jest on dostepny publicznie, zatem mozna z niego czerpaé bardzo
pozyteczne informacje, takie jak ocena trudnosci zadan. Na podstawie rankingu mozna
zadecydowad, w jakiej kolejnosci nalezy rozwiazywaé zadania. Bardzo wazna jest anal-
iza, ktore zadania nie zostaly jeszcze rozwiazane (moze si¢ to okazaé o tyle istotne, iz
istnieja zadania, ktore na pozoér wydaja sie proste, ale kryja w sobie réznego rodza-
ju putapki). W przypadku podjecia préby rozwiazywania takiego zadania nalezy byé
szczegblnie ostroznym. Obserwowanie rankingu nalezy robi¢ madrze; jego zbyt czeste
wykorzystywanie moze doprowadzié¢ do sytuacji, w ktérej zamiast rozwiazywacé zadania,
analizuje sie pozycje poszczegdlnych druzyn. Wazne jest réwniez to, ze w sytuacjach ek-
stremalnych (choéby w sytuacjach gdy ma si¢ szanse na czolowa pozycje w konkursie),
analizowanie rankingu wcale nie mobilizuje druzyny, lecz ja niepotrzebnie stresuje i zm-
niejsza efektywnosé pracy. Jednym z mozliwych strategicznych podejsé jest wyznaczenie
jednego zawodnika o ,najsilniejszych nerwach”, odpowiedzialnego za sprawdzanie stanu
rankingu i zasugerowanie druzynie, jakie zadania nalezy rozwiazywaé w nastepnej kole-
jnosci.

Kazdy zespél powinien opracowaé swoja wlasna strategie, dopasowana do charakteru
poszczegdlnych jego cztonkéw. W przypadku wielu czotowych druzyn strategie sa stosunkowo
podobne. R6znia si¢ wprawdzie drobnymi szczegotami, ale zasadniczo przedstawiaja sie naste-
pujaco:
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Na samym poczatku zawodow zawodnicy rozdzielaja miedzy soba zadania. Sposob podzi-
alu zadan powinien zosta¢ ustalony przed zawodami. Istnieje mozliwo$é podziatu zadan w
zaleznodci od ich typu i preferencji zawodnikéw, ale podejscie takie wymaga wstepnej analizy
tredci zadan oraz wprowadza niepotrzebna dyskusje miedzy czltonkami druzyny. W praktyce
stosowane sa inne metody rozdzialu zadan.

Jedna z metod polega na rozdzieleniu zadan zgodnie z zasada ,modulo 3”. Pierwszy za-
wodnik w druzynie otrzymuje zadania, ktérych numery dziely si¢ przez 3 — 3,6..., drugi
zawodnik dostaje zadania 1,4..., a trzeci 2,5... Podejscie takie jest o tyle wygodne, ze
gwarantuje réwnomierny rozktad liczby zadan oraz nie wymaga dodatkowego zastanawiania
sie (cho¢by sprawdzania, ile jest w sumie wszystkich zadan). Niestety, metoda ta ma tez
powazng wade. Organizatorzy zawodéw rzadko umieszczaja dwa trudne zadania obok siebie
(to samo tyczy sie zadan latwych). Przy podziale zadan zgodnym z zasada ,modulo 37,
bardzo czesto zdarza sie, ze poziom trudnosci zadan, ktore dostali poszczegdlni zawodnicy,
jest rozny. Podczas wielu treningéw przekonaliSmy sie, ze przy stosowaniu tej metody czesto
jeden z czlonkéw druzyny dostawal najtrudniejsze zadania, co powodowalo, ze podczas gdy
dwaj koledzy rozwiazali juz po jednym zadaniu i zabierali si¢ za kolejne, to ,,pechowiec” caly
czas zastanawial si¢ nad rozwiazaniem swojego pierwszego zadania. Sytuacje takie nie tylko
negatywnie wplywaja na atmosfere w druzynie, ale réwniez pogarszaja pozycje w rankingu.
Inna metoda podziatu zadan jest przydzielenie pierwszych kilku zadan pierwszemu zawod-
nikowi, zadan $rodkowych drugiemu oraz reszty zadan trzeciemu.

Bardzo waznym momentem podczas konkursu jest jego poczatek. Jesli druzyna ma wygraé
zawody na czasie, to musi mie¢ dobry start i w ciagu pierwszej godziny konkursu rozwiazaé
3 - 4 zadania. Aby bylo to mozliwe, rozwiazywanie zadan nalezy rozpoczaé¢ od najprost-
szych. Kazdy z zawodnikéw powinien zapoznaé sie pobieznie ze wszystkimi swoimi zadani-
ami oraz zdecydowad, ktore z nich jest najtatwiejsze. Nie nalezy zaczynaé ktorego$ zadania
(nie czytajac reszty) tylko dlatego, ze wie si¢ od razu jak je rozwiazaé. Czesto, jak na zlosé,
okazuje sie, ze zadanie, ktore odtozylto sie na koniec, jest najprostsze. Wazna zasada pod-
czas zawodow bowiem jest, ze nalezy rozwiazywac¢ zadania w kolejnosci od najprostszych do
najtrudniejszych.

Na samym poczatku konkursu trzeba réwniez rozwiazaé problem wykorzystywanych nag-
towkéw, pliku Makefile oraz innych uzywanych skryptéw. Wezedniej czy pdzniej bedzie je
trzeba przepisa¢ na komputer, a poniewaz na samym poczatku zawodow i tak nikt nie im-
plementuje zadnego zadania (najpierw trzeba zapoznaé si¢ z ich tresciami), wiec najlepiej
jest wybra¢ jednego czlonka druzyny, odpowiedzialnego za przygotowanie odpowiedniego
srodowiska pracy, podczas gdy reszta druzyny analizuje zadania.

Ze wzgledu na konieczno$é¢ efektywnego wykorzystania komputera, wazne jest pisanie
programéw na kartce. Takie podejscie pozwala na skrécenie czasu korzystania z komput-
era. Rozpoczynajac pisanie programu na kartce trzeba mie¢ pewno$é¢ co do poprawnosci
stosowanego algorytmu. Nie mozna sobie rowniez pozwoli¢ na zastanawianie si¢ przy komput-
erze. Przepisanie programu z kartki zajmuje znacznie mniej czasu oraz pozwala na dodatkowa
weryfikacje jego poprawnosci. Odstepstwem od tej reguly jest sam poczatek zawodow. W
kazdym zestawie zadan znajduje sie proste zadanie, ktére mozna zaimplementowaé bez zas-
tanowienia. W takich sytuacjach, nalezy pomina¢ implementacje na kartce.

Kilka kolejnych godzin zawodéw mija w podobny sposéb — zawodnicy na zmiane pisza
kolejne zadania na komputerze, drukuja programy, szukaja i poprawiaja bledy.

W koncu dochodzi do jednego z dwoch mozliwych scenariuszy.

Jeden z nich opisany zostal juz wezesniej (kazdy z zawodnikéw kontynuuje rozwiazywanie
swoich zadan, lecz czas, ktory pozostal do konca zawoddéw nie pozwoli na rozwiazanie wszys-
tkich rozpoczetych).
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Drugi scenariusz polega na tym, ze zostalo jeszcze kilka zadan, ale nie wiadomo, jak
je rozwiaza¢. W takich sytuacjach przydaje si¢ do$wiadczenie z treningdw. W zaleznosci od
typu zadan, nalezy odpowiednio powymienia¢ je miedzy soba, lub podja¢ decyzje o odrzuceniu
okreslonych zadan i skoncentrowaniu si¢ w grupie nad jednym najprostszym. W sytuacjach, w
ktérych nie ma sie zadnych pomystéw na rozwiazanie, pomocne moze okazac¢ sie przejscie po
korytarzu i oderwanie si¢ na chwile od konkursu. Po powrocie do stanowiska swieze spojrzenie
na problem moze przynies¢ dobry rezultat.

Czasem zdazaja sie tez sytuacje w ktérych zawodnik jest przekonany o poprawnosci za-
stosowanego algorytmu, jednak zaimplementowane rozwiazanie nie dziala poprawnie. Jesli
dtugotrwate poszukiwanie bltedéw w programie konczy sie niepowodzeniem, bardzo czesto
pomocne jest przedstawienie koledze z druzyny sposobu dzialania programu. Najlepiej jest
przeanalizowaé¢ z nim wszystkie linijki programu. Nawet jesli kolega w ogdle nie rozumie co
opisywany program robi, to czesto znacznie tatwiej jest zauwazy¢ drobne bledy, opowiadajac
dziatanie programu innej osobie.

9.3. Szablon

Jak juz wspomnieliémy na poczatku ksiazki, implementowane podczas zawoddéw programy ko-
rzystaja ze zbioru nagléwkow. Sa one wspdlne dla wszystkich programéw, zatem ich przepisanie
na komputer jest wymagane tylko przed rozpoczeciem implementowania pierwszego zada-
nia. Przystepujac do rozwiazywania kolejnego zadania, wystarczy skopiowaé poprzedni pro-
gram i po usunieciu niepotrzebnych fragmentéow kodu, wykorzystaé¢ go jako nowy szablon.
Rozwiazanie takie jednak nie jest najbezpieczniejsze. Zdarzalo si¢ niekiedy, ze osoba rozpoczy-
najaca implementowanie kolejnego programu, mylila literke rozwiazywanego przez siebie
zadania, nadpisujac tym samym rozwiazanie innego, zaimplementowanego juz zadania. Nie
stanowi to wielkiego problemu, jedli nadpisane zadanie zostalo juz zaakceptowane. Ale jesli
kolega z druzyny wtasénie szuka btedu w tym programie na kartce? Oznaczato by to koniecznosé
przepisania catego programu od nowa.

Ominiecie tego typu probleméw jest mozliwe poprzez zastosowanie troche innej metodologii.
Przygotowany na samym poczatku zawodéw szablon mozna skopiowaé wielokrotnie, tworzac
w ten sposob pliki o identycznej zawartosci: a.cpp, b.cpp, ...Pliki te stanowia szablony,
na podstawie ktérych powstaja rozwiazania odpowiednich zadan. Poniewaz kazdy program
pisany podczas zawodéw w jezyku C+-+ musi zawieraé funkcje main, zwracajaca wartosé 0,
mozna ja réwniez umieéci¢ w szablonie. Skopiowanie szablonéw dla poszczegdlnych zadan
mozna w szybki i prosty sposéb wykonaé¢ pod platforma Linux przy uzyciu komendy:

for i in a b ¢ ..; do cp szkielet.cpp $i.cpp; done

gdzie kolejne litery a, b, ¢, ... reprezentuja symbole poszczegdlnych zadan.

9.4. Makefile

Jak pokaze zawartos¢ kolejnego rozdziatu, dobrym pomystem jest kompilowanie implemen-
towanych programéw z zestawem pewnych parametréw. Aby uniknaé konieczno$ci wpisy-
wania ich za kazdym razem, mozna stworzy¢ plik Makefile, ktérego uzywaé beda wszyscy
cztonkowie zespotu.

Rozwiazanie takie pozwala nie tylko zaoszczedzié czas, ale rowniez wprowadza porzadek
w srodowisku pracy. Przyktad pliku Makefile zostal przedstawiony na listingu 9.1.

252



Listing 9.1: Przykladowy plik Makefile

%: %.cpp
g++ -0 $Q $< -g -W -Wall -Wshadow

Kompilacja zadania z wykorzystaniem pliku Makefile jest prosta, wystarczy wykonaé polece-
nie make zadanie, gdzie zadanie reprezentuje nazwe kompilowanego programu.

9.5. Parametry kompilacji programoéow

Bardzo pozytecznym pomocnikiem podczas zawodéw okazuje sie kompilator. Trzeba tylko
umieé z niego odpowiednio korzystaé. Kompilator jezyka C++ dostepny podczas praktycznie
kazdych zawodéow — GCC — udostepnia wiele parametréw kompilacji, pozwalajacych na
automatyczne wykrywanie niebezpiecznych instrukcji w programie, ktére moga prowadzié¢ do
powstawania bltedéw. Inne kompilatory rowniez posiadaja podobne opcje, ktérych nazwy nie
musza sie niestety pokrywac¢ z tymi z kompilatora GCC, w przypadku korzystania z takich
kompilatoréow, najlepiej zapoznaé si¢ z ich dokumentacja. Jednym z najczedciej stosowanych
przetacznikow jest - Wall. Jego nazwa sugeruje, ze wlacza on wszystkie udostepniane przez
kompilator ostrzezenia, jednak nie jest to prawda. Istnieje wiele przetacznikéw, ktére stuza
do weryfikowania zgodnos$ci programu z réznymi standardami, jak np. - Wabi generujacy
ostrzezenia o mozliwej niezgodnosci kodu z C++ ABI (Application Binary Interface). W
kolejnych kilku podrozdziatach przedstawione zostaly rézne najbardziej pozyteczne z punktu
widzenia zawodow opcje kompilatora.

9.5.1. -Weffc++

Parametr - Weffc++ wtacza ostrzezenia o wystapieniach w kodzie niezgodno$ciach ze stylem
pisania programéw okreslonym przez Scotta Meyers’a w ksiazce ,Effective C+4" [ECP]. W
sktad tych bledéw wchodza gléwnie nieprawidtowe typy zwracane przez funkcje i operatory.

Najciekawszym — z punktu widzenia konkurséw — jest sprawdzanie, czy struktury za-
wierajace zmienne wskaznikowe, posiadaja zaimplementowany konstruktor kopiujacy. Brak
takiego konstruktora powoduje stworzenie konstruktora domyslnego, ktory kopiuje wartoéé
wskaznikow wystepujacych w strukturze, nie alokujac na ich potrzeby nowej pamieci. W ten
sposob, obiekty wspoétdziela czesé pamieci, co w wielu przypadkach jest btedem implementa-
cyjnym. Przyktad niepoprawnego programu zostal przedstawiony na listingu 9.2.

Listing 9.2: Nieprawidlowa implementacja struktury ze zmienna wskaznikowa, ktora nie posiada
konstruktora kopiujacego.

01 #include <iostream>

02 using namespace std;

03 struct BigNum {

04 int *vec;

05  BigNum() : vec(mew int[1]) { }
06  ~BigNum() {

07 cout << "Zwalnianie pamigci pod adresem " << vec << endl;
08 delete[]vec;

09 }

10 };
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Listing 9.2: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

11 int main() {

12 BigNum a;

13 BigNum b = a;
14  BigNum c(a);
15 return 0;

16 }

Program przedstawiony na listingu 9.2 nie jest prawidltowy, gdyz podczas wykonywania oper-
acji z linii 13 oraz 14, tworzone sa nowe zmienne b i c, zawierajace wskazniki vec, wskazujace
na ten sam obszar pamieci, co wskaznik vec zmiennej a. Podczas wywolywania destruk-
tora obiektéw, pamie¢ wskazywana przez wskazniki vec jest zwalniana wielokrotnie. Wynik
wykonania tego programu zostal przedstawiony na listingu 9.3. Kompilacja programu bez do-
datkowych parametrow nie wygeneruje zadnych ostrzezen i zaistnialy w programie problem
moze zosta¢ niezauwazony. Wykorzystanie opcji - Weffc++ powoduje, ze proces kompilacji
wyswietli ostrzezenia przedstawione na listingu 9.4.

Listing 9.3: Wynik dzialania programu z listingu 9.2

Zwalnianie pamieci pod adresem 0x3d3b90
Zwalnianie pamieci pod adresem 0x3d3b90
Zwalnianie pamieci pod adresem 0x3d3b90

Listing 9.4: Ostrzezenia wygenerowane podczas kompilacji z wlaczona opcja - Weffc++ programu
z listingu 9.2

progs/effc0.cpp:3: warning: ‘struct BigNum’ has pointer data members
progs/effc0.cpp:3: warning:  but does not override ‘BigNum(const BigNumé&)’

progs/effc0.cpp:3: warning:  or ‘operator=(const BigNumé&)’

Ostrzezenia wygenerowane przez kompilator podczas kompilacji programu z listingu 9.2
pozwalaja na natychmiastowe poprawienie bledéw. Nowa wersja programu zostala przed-
stawiona na listingu 9.5. Dla tego programu, podczas kompilacji nie generowane sa juz zadne
ostrzezenia, a wynik dziatania zostal zaprezentowany na listingu 9.6.

Listing 9.5: Poprawiona wersja programu z listingu 9.2

01 #include <iostream>

02 using namespace std;

03 struct BigNum {

04 int *vec;

05 BigNum() : vec(new int[1]1) { }

06  BigNum(const BigNum & a) : vec(new int[1]) { }
07  BigNum & operator=(const Bighum & a) {

08 vec = new int[1];
09 vec[0] = a.vec[0];
10 return *this;

11 }
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Listing 9.5: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

12 ~Bighum() {

13 cout << "Zwalnianie pamigci pod adresem " << vec << endl;
14 }

15 };

16 int main() {

17 BigNum a;

18 BigNum b = a;

19  BigNum c(a);

20 return O;

21}

Listing 9.6: Wynik dzialania programu z listingu 9.5

Zwalnianie pamieci pod adresem 0x3d3c00
Zwalnianie pamieci pod adresem 0x3d3bf0

Zwalnianie pamieci pod adresem 0x3d3b90

9.5.2. -Wformat

Operator - Wformat wlacza weryfikacje parametréw przekazywanych do funkcji, takich jak
printf czy scanf. Na podstawie pierwszego argumentu tych funkcji, sprawdzane sa nie tylko
prawidlowe typy innych parametréw, ale rowniez weryfikowana jest poprawnosé¢é wykony-
wanych konwersji. Uzycie opcji - Wformat automatycznie wtacza rowniez flage - Wnonnull.

Na listingu 9.7 przedstawiony jest program, ktérego kompilacja bez opcji - Wformat nie
generuje zadnych ostrzezen. Jednak program ten jest daleki od ideatu, ze wzgledu na niepraw-
idtowe typy zmiennych, stanowiacych parametry funkcji scanf oraz printf.

W przypadku, gdy kompilacja jest wykonana z flaga - Wformat, wykrywane sa zaistnialte
niezgodnodci typow. Ostrzezenia wygenerowane przez kompilator zostaly przedstawione na
listingu 9.8. Po dokonaniu poprawek (nowa wersja programu zostala umieszczona na listingu
9.9), kompilator nie generuje juz zadnych ostrzezen.

Listing 9.7: Program zawierajacy nieprawidtowe wywotlania funkcji scanf i printf

01 #include <stdio.h>
02 int main() {

03 int a;

04 char b[100];

05 long long c;

06  scanf("%d\n", a);
07 scanf ("%s\n", &b);
08 printf ("%d\n", c);
09  printf("%c\n", b);
10 return O;

11}
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Listing 9.8: Ostrzezenia generowane przez kompilator przy wlaczonej opcji - Wformat dla programu

z listingu 9.7

progs/format0.cpp:6: warning:
progs/format0.cpp:7: warning:
progs/format0.cpp:8: warning:
progs/format0.cpp:9: warning:

progs/format0.cpp: In function ‘int main()”

format argument is not a pointer (arg 2)
char format, different type arg (arg 2)
int format, different type arg (arg 2)

int format, pointer arg (arg 2)

Listing 9.9: Poprawiona wersja programu z listingu 9.7

01 #include <stdio.h>

02 int main() {

03 int a;

04 char b[100];

05 long long c;

06 scanf ("%d\n", &a);
07 scanf ("%s\n", b);

08 printf ("%11d\n", c);
09 printf ("%c\n", b[0]);
10 return O;

11}

Opcja - Wformat okazuje sie bardzo pozyteczna podczas pisania programoéw, ktore korzystaja
z biblioteki stdio zamiast iostream, (robi si¢ tak zazwyczaj ze wzgledéw wydajnosciowych
— stdio jest istotnie szybsza od iostream). Bledy zwiazane ze zlymi typami przekazy-
wanych parametréw, pojawiaja sie zazwyczaj nie bezposrednio podczas pisania programu,
lecz dopiero podzniej, przy nanoszeniu poprawek. Przykladowo, jesli zawodnik po napisaniu
programu dochodzi do wniosku, ze zmienna przechowujaca wynik powinna by¢ typu long
long, a nie tak jak do tej pory int, to zmodyfikuje on typ tej zmiennej, ale moze zapomnieé
o odpowiednim poprawieniu wywotan funkcji printf.

9.5.3. -Wshadow

Kolejnym parametrem, ktéry nie jest automatycznie wilaczany wraz z uzyciem -Wall, jest
-Wshadow. Parametr ten stuzy do wyszukiwania miejsc w programie, w ktorych nastepu-
je przykrycie zmiennych globalnych przez zmienne lokalne. W przypadku wykrycia takich
sytuacji, generowane sg ostrzezenia.

Kilkakrotnie podczas treningéw, méj zespol spotkat sie z sytuacja, w ktorej zaimplemen-
towany program nie dziatal poprawnie wtasnie ze wzgledu na ten problem. Wydawaé by
sie mogto, ze wykrycie takiego btedu jest dosé proste, jednak w praktyce, podczas czytania
kodu zrodlowego na kartce, gléwna uwage po$wieca sie na analize ztozonych wzoréw oraz
skomplikowanych operacji, nie zwracajac uwagi na powtarzajace si¢c nazwy zmiennych.

Rozwiazanie kwestii zwigzane]j z wykorzystaniem w programie ztej zmiennej o takiej samej
nazwie, moze polegaé na zabronieniu wielokrotnego uzycia zmiennych o tych samych nazwach.
Wyjatek od reguly moga stanowié¢ czesto wykorzystywane zmienne tymeczasowe, takie jak
tmp, x, v, ... Reczne sprawdzanie spelniania tego zatozenia jest podczas zawodow niewykon-
alne, na szczedcie kompilator jezyka C++ przychodzi z pomoca, udostepniajac parametr -
Wshadow. Przedstawiony na listingu 9.10 program wyznacza kolejne wartosci wspotczynnika
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dwumianowego Newtona (Z) dla zadanej liczby n. Do swojego dziatania wykorzystuje funkcje
Binom, ktora korzysta z globalnej zmiennej n. Funkcja ta deklaruje w linii 7 lokalna zmienna
n, ktora jest uzywana zamiast zmiennej globalnej w linii 9. Kompilacja tego programu bez
dodatkowych opcji nie generuje zadnych ostrzezen. Wykorzystanie flagi - Wshadow powoduje
wygenerowanie ostrzezen dotyczacych przystaniania zmiennej globalnej przez zmienna lokalna
(patrz listing 9.11).

Listing 9.10: Program prezentujacy problem przykrywania zmiennej globalnej przez lokalna

01 #include <iostream>

02 using namespace std;

03 #define FOR(x,n,m) for(x=n;x<=m;x++)
04 int n;

05 int Binom(int k) {

06 int res = 1, x;

07 FOR(x, 1, n) res *= Xx;

08 int n;

09 FOR(n, 1, k) res /= n;

10 FOR(x, 1, n - k) res /= x;
11 return res;

12 }

13 int main() {

14 cin >> n;

15 for (int x = 0; x < n; x++)
16 cout << Binom(x) << endl;
17 return O;

18 }

Listing 9.11: Ostrzezenia wygenerowane przez proces kompilacji z wlaczona flaga - Wshadow dla
programu z listingu 9.10

progs/wshadow0.cpp: In function ‘int Binom(int)’:
progs/wshadow0.cpp:8: warning: declaration of ‘n’ shadows a global declaration

progs/wshadow0.cpp:4: warning: shadowed declaration is here

9.5.4. -Wsequence-point

Pisanie jak najkrotszych programéw czesto wiaze sie ze stosowaniem zagniezdzonych in-
strukcji oraz operatoréow. W takich sytuacjach, bardzo pozyteczny okazuje si¢ réwniez op-
erator przecinka, pozwalajacy na taczenie kilku instrukcji w jedna. Podejscie polegajace na
pisaniu jak najkrétszych programéw, jest z jednej strony pozadane podczas konkursow infor-
matycznych ze wzgledu na mozliwos¢ skrécenia czasu implementacji, z drugiej za$ strony w
istotny sposob zamazuje czytelnos¢ programu oraz utrudnia wyszukiwanie btedéw. W ramach
przyktadu, przeanalizujmy rozwiazanie zadania ,, Krotki program”, ktore byto praca domowa
na zajeciach ze Sztuki programowania na Uniwersytecie Warszawskim.
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Zadanie: Krotki program
Pochodzenie: Rozwiazanie:
Zajecia ze Sztuki programowania na Uniwersytecie Warszawskim short.cpp

Zadanie polega na napisaniu jak najkrétszego program w C+-+, ktory szuka najkrétszej drogi
w trojwymiarowym labiryncie.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta opis labiryntu,
e wyznaczy odlegltosé miedzy punktem poczatkowym a koncowym,

e wypisze wynik.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia znajduja sie trzy liczby catkowite w, s oraz d, oznaczajace
odpowiednio wysokos¢, szerokos¢ oraz dtugosé labiryntu. W kolejnych wierszach znajduja sie
opisy w pozioméw labiryntu. Kazdy z nich przedstawiony jest jako s wierszy po d znakdéw.
Puste pola labiryntu oznaczone sa przez spacje, Sciany labiryntu to #, start zaznaczony jest
litera S, natomiast meta przez litere M.

Wyjscie
W pierwszym i jedynym wierszu wyjscia powinna znalez¢ si¢ jedna liczba — odlegtos¢ miedzy
startem a meta.

Przyktad

Dla nastepujacego wejscia:

wn N
W~

=
w

Poprawnym rozwiazaniem jest:

H 10

i

Listing 9.12: Przyklad krétkiego programu

01 #include<stdio.h>

02int h, w, 1, s, x, v, k = 1;

03 char b[40];

04 main() {

05 gets(b);

06 sscanf (b, "%d%d%d", &h, &w, &1);

07 char tls = (b +2) * (w+ 2) * (1L + 2)];

08 int d[s], e[99], quels],

09 dis[] = {-1, 1, ~-w=w +2), v, -v*x (1 +2), v (L +2)};
10 for(x = 0; x < s; ++x) t[x] = 0, d[x] = -1;
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Listing 9.12: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

11 for(x = 0; x <hx*xw*1l; ++x) (x % w ? 0 : gets(t + (v = (w+ 2) *

12 QL+3+2*x (x/ w*x1))+x/w + D), eltlv+ x%wl]l =v+ (x%w;
13 for(d[quel0] = e[’S’]] = x = 0; x < 6 * k; ++x)

14 if(t[v = quelx / 6] + dis[x % 6]] !'= '# && tlv] && dlv] == -1)

15 dlque[k++] = v] = d[quelx / 6]] + 1;

16 printf("%d\n", dle[’M’1]1);

17 }

Przyktadowy krétki program rozwiazujacy to zadanie zostal przedstawiony na listingu 9.12.
Na jego przykltadzie wida¢, jak bardzo mozna ,skompresowaé” kod zrodlowy. Dzieki temu
jest on krotki, ale podejscie takie istotnie pogorsza czytelnosé¢ programu. Wykorzystywanie
wielokrotnie zagniezdzonych instrukcji niesie ze soba dodatkowe zagrozenie polegajace na zlej
kolejnosci wykonywania operacji.

Oczywistym jest, ze prosta instrukcja postaci a = b++; spowoduje przypisanie zmiennej
a warto$ci zmiennej b, a nastepnie zwiekszenie o jeden wartosci zmiennej b. W przypadku in-
strukcji a = ++b; kolejno$é wykonanych operacji zostanie odwrécona. Ale co bedzie sie dzialo
w przypadku bardziej rozbudowanych instrukcji? Zapewne niewiele os6b miato przyjemnosé
swiadomego uzycia instrukcji postaci n = n++;, ktora nie powoduje zmiany wartosci zmien-
nej n. Jej pojawienie si¢ w programie zazwyczaj wiaze si¢ z pomyleniem nazwy zmiennej, o
co nietrudno w przypadku jednoliterowych nazw.

Kompilator GCC udostepnia opcje - Wsequence-point, ktora pozwala na wychwytywanie
tego typu bledow. W aktualnej wersji kompilatora, opcja ta dziala tylko dla programoéw
implementowanych w jezyku C — wspomaganie dla jezyka C++ ma by¢ dodane w przysztosci.
Przyktad dzialania tej flagi kompilatora dla programu z listingu 9.13 zostal przedstawiony
na listingu 9.14.

Listing 9.13: Przykladowy program wykonujacy operacje, ktérych kolejnosé¢ nie jest tatwa do
wyznaczenia

01 #include <stdio.h>

02 int main() {

03 int a[10], b[10], n = 0, x;
04 for (x = 0; x < 10; x++)
05 alx] = 0, blx] = 1;

06 n = nt++;

07 aln] = bln++];

08 aln++] = n;

09 for (x = 0; x < 10; x++)
10 printf("%d ", alxl);

11 return 0;

12 }

Listing 9.14: Ostrzezenia wygenerowane przez proces kompilacji programu z listingu 9.13 z
wlaczona opcja - Wsequence-point

progs/sequence_point.c: In function ‘main’:
progs/sequence_point.c:5: warning: operation on ‘n’ may be undefined
progs/sequence_point.c:6: warning: operation on ‘n’ may be undefined
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Listing 9.14: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

‘ progs/sequence_point.c:7: warning: operation on ‘n’ may be undefined

Opcja - Wsequence-point jest wlaczana automatycznie wraz z - Wall. Dla zainteresowanych,
na listingu 9.15 przedstawiony jest wynik dziatania programu z przyktadu 9.13

Listing 9.15: Wynik dzialania programu z listingu 9.13

(0120000000

Przy okazji omawiania kréotkich programoéw, na listingu 9.16 zaprezentowany jest bardzo krét-
ki program (zaledwie 48 znakéw) napisany w jezyku C, wyznaczajacy ostatnia cyfre liczby nl.
Program ten jest autorstwa Tomasza Idziaszka. Dhugo$é tego kodu jest zawdzieczona miedzy
innymi brakowi jawnej deklaracji zmiennej n (w jezyku C nie ma koniecznoséi deklarowania
typu parametru funkcji main, w C++ takie podejscie nie jest dozwolone) oraz brakowi typu
zwracanego przez funkcje main. Bardzo ciekawy jest réwniez sposdb wezytywania i wypisy-
wania wyniku. Instrukcja gets (&n) wezytuje do zmennej n liczbe k (program ma wyznaczy¢
ostanig cyfre liczby k). Istotna jest w tym miejscu obserwacja, ze wezytywana liczba k jest
traktowana przez funkcje gets jako tekst, zatem jesli £ = 0, to n = 48, jesli k£ = 1, to n = 49,
...jesli k > 4, ton > 52. Wypisywanie wyniku dokonywane jest przy uzyciu funkcji putchar
— jesli n > 52, to ostania cyfra liczby k! jest 0, zatem wypisana jako wynik zostaje ostatnia
cyfra napisu 112640. Jesli natomiast n < 52, to jako wynik zwracana jest odpowiednio inna
cyfra (z pozycji n — 48).

Listing 9.16: Program wyznaczajacy ostatnia cyfre liczb n!

1 main(n) {
2 gets(&mn);
3 putchar("112640"[n > 52 ? 5 : n & 7]);

1}

9.5.5. -Wunused

Stosunkowo czestym bledem, ktéry trudno jest wykryé podczas analizy kodu programu na
kartce, jest odwolanie sie do ztych zmiennych. Problem ten zostal poruszony juz w poprzed-
nim rozdziale. W niektérych przypadkach, wykorzystanie w pewnym miejscu zlej zmiennej
powoduje, ze inna zainicjalizowana zmienna nie jest w ogéle uzywana (przyktadowo, program
mogt wyznaczy¢ pewien wynik posredni i umiesci¢ go w zmiennej, lecz w dalszej czeéci progra-
mu wartosé ta jest omyltkowo niewykorzystywana). Kompilator réwniez i w tym przypadku
umozliwia wykrywanie tego typu btedow. Nalezy w tym celu skorzysta¢ z opcji - Wunused.
Opcja ta zawiera w sobie kilka innych flag:

e -Wunused-function — generuje ostrzezenie w przypadku wystepowania w programie
niewykorzystywanych funkcji typu static. Niestety opcja ta nie wykrywa wszystkich
niewykorzystywanych funkcji.

e -Wunused-label — generuje ostrzezenie dla kazdej zdefiniowanej, nieuzytej etykiety.
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e -Wunused-parameter — wykrywa brak wykorzystania parametréw funkcji.
o -Wunused-variable — wykrywa zadeklarowane, lecz niewykorzystane zmienne.

e -Wunused-value — wykrywa wyrazenia wystepujace w programie, ktorych wartos¢ nie
jest wykorzystywana.

Niektére z wyzej oméwionych opcji mozna wlaczy¢ nie tylko przy uzyciu flagi - Wunused ale
rowniez - Wall. Najlepszym sposobem na wlaczenie wszystkich tych opcji jest uzycie dwoch
flag — -Wall oraz -W. Na listingu 9.17 przedstawiony zostal przyktadowy program, ktéry
deklaruje niewykorzystana funkcje statyczna, zmienne, wyrazenie oraz etykiete. Kompilac-
ja tego programu bez zadnych opcji nie generuje ostrzezen, dopiero wlaczenie opcji - Wall
oraz -W pozwala na wykrycie potencjalnych btedow. Ostrzezenia generowane przez proces
kompilacji dla tego programu przedstawione zostaly na listingu 9.18.

Listing 9.17: Program zawierajacy niewykorzystywane zmienne

1 static int foo(int a) {
2 return 10;

3}

4 int main() {

5 int a = 10, b = 5;

6 a *a;

7 label:

8 return 0;
9}

Listing 9.18: Wynik kompilacji

progs/unused.cpp: In function ‘int foo(int):
progs/unused.cpp:1: warning: unused parameter ‘int a’
progs/unused.cpp: In function ‘int main()”:

progs/unused.cpp:5: warning: unused variable ‘int b’
progs/unused.cpp:7: warning: label ‘label’ defined but not used
progs/unused.cpp:6: warning: statement with no effect
progs/unused.cpp: At top level:

progs/unused.cpp:1: warning: ‘int foo(int)’ defined but not used

9.5.6. - Wuninitialized

Kolejna przydatna opcja kompilatora jest flaga, pozwalajaca na wykrywanie zmiennych, ktore
nie zostaly zainicjalizowane przed pierwszym uzyciem. Jest do dos¢ pozyteczna opcja, gdyz
czesto piszac program zaktada sie niestusznie, iz wartos¢ nowotworzonych zmiennych ustaw-
iana jest na 0. Nie jest to jednak zawsze prawda. W niektérych przypadkach tak fakty-
cznie bedzie, gdyz system operacyjny czyéci przydzielana programom pamieé¢ ze wzgledow
bezpieczenstwa. Okazaé sie¢ moze, ze kompilacja programu z optymalizacjami wygeneru-
je program, ktory bedzie wykorzystywal ten sam obszar pamieci dla réznych zmiennych.
Program, ktory zaklada, ze nowotworzone zmienne maja wartos¢ 0, moze dziala¢ podczas
testowania przez zawodnika, a dopiero na komputerach jury ujawnia si¢ btedy. Uzycie opcji
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-Wuninitialized pozwala na wykrycie tego typu problemoéw. Dla programu przedstawionego
na listingu 9.19, kompilacja bez zadnych dodatkowych opcji kompilatora konczy si¢ bez ko-
munikatéw. Dopiero uzycie - Wuninitialized generuje ostrzezenia — sa one przedstawione na
listingu 9.20.

Listing 9.19: Program zawierajacy niezadeklarowane zmienne

01 #include <stdio.h>
02 int foo () {

03 int res;

04 return res;

05 }

06 int main() {

07 int a, b;

08 b =a* a;

09 printf ("%d\n", b);
10 return O;
11}

Listing 9.20: Wynik kompilacji

progs/uninitialized.cpp: In function ‘int foo()’:

progs/uninitialized.cpp:3: warning: ‘int res’ might be used uninitialized in
this function

progs/uninitialized.cpp: In function ‘int main():

progs/uninitialized.cpp:7: warning: ‘int a’ might be used uninitialized in this

function

9.5.7. -Wfloat-equal

W przypadku rozwiazywania zadan geometrycznych czesto pojawiaja sie dodatkowe prob-
lemy, zwiazane z wykonywanymi zaokragleniami wartosci zmiennych. Powoduje to, ze nie
tylko wartos¢ wyliczonego wyniku moze by¢ niedokladna, ale caly program moze dzialaé
nieprawidtowo. Istnieje niebezpieczenstwo, ze wykonane poréwnanie dwoch zmiennych typu
zmiennoprzecinkowego postaci a < b powinno teoretycznie zwréci¢ prawde, jednak wyko-
nane przez program zaokraglenia spowodowaly, ze zachodzi nieréwnos¢ odwrotna — a > b.
Poréwnywanie wartosci zmiennoprzecinkowych jest szczegdlnie niebezpieczne w przypadku
operacji postaci a == b. W takich sytuacjach, nawet wyliczone w identyczny sposéb zmienne
a i b moga mie¢ inng warto$¢ (przyczyna moga by¢ m.in. realizowane przez kompilator op-
tymalizacje kodu), zatem poréwnanie a == b praktycznie zawsze zwraca falsz. Dlatego tez,
wykonywanie porownan wartosci zmiennoprzecinkowych postaci a == b jest bardzo niebez-
pieczne.

W obliczu koniecznosci wykonania takiego poréwnania, nalezy bra¢ pod uwage pewna
granice btedu — problem ten jest dokladniej omoéwiony w rozdziale dotyczacym geometrii
obliczeniowej. Dobrym pomystem jest dodatkowe zabezpieczenie sie przed mozliwoscia popet-
nienia tego typu btedu. Opcja - Wfloat-equal kompilatora pozwala na weryfikacje poprawnosci
programu pod wzgledem braku poréwnan zmiennoprzecinkowych postaci a == b. Na listin-
gu 9.21 przedstawiony jest nieprawidlowy program, ktérego kompilacja konczy sie wygen-

262



erowaniem ostrzezen umieszczonych na listingu 9.22.

Listing 9.21: Program wykonujacy niebezpieczne poréwnanie

1 int main() {

2 float a = 10.0, b = 8.0;
3  bool equal = (a == b);
4 return O;

5}

Listing 9.22: Wynik kompilacji programu z listingu 9.21 z uzyciem flagi - Wfloat-equal

progs/float.cpp: In function ‘int main()”:

progs/float.cpp:3: warning: comparing floating point with == or != is unsafe

9.6. Nieustanny time-limit

Zdarzaja sie sytuacje, w ktorych kolejne rozwiazania zadania ciagle otrzymuja wynik przekro-
czenia czasu wykonania. Jednym z powodow takiej sytuacji jest zastosowanie nieefektywnego
algorytmu. W takim przypadku, zazwyczaj nalezy wybraé szybszy algorytm i zmienié¢ im-
plementacje calego programu. Jedynym odstepstwem od tej reguly jest, jesli oczekiwana
ztozonosé programu jest lepsza od aktualnej o czynnik logarytmiczny. W takich sytuacjach
mozna zaryzykowaé i nie dokonywaé zmiany wykorzystywanego algorytmu, lecz skupié sie
nad innym sposobem rozwiazania zaistnialego problemu.

Sposobem radzenia sobie z przekroczeniem czasu, nie wymagajacym zmiany stosowanego
algorytmu, jest przeprowadzanie optymalizacji, pozwalajacych na kilkukrotne przyspieszenie
programu. Tego typu optymalizacje sa szczegdlnie istotne w przypadku konkurséw z rodziny
Olimpiady Informatycznej, w ktorych punktacja zadan jest ptynna, a wyniki sa oglaszane
dopiero po zakonczeniu zawodow.

Istnieje kilka prostych sposobéw, pozwalajacych na przyspieszenie dziatania programu:

e climinacja dzielenia oraz obliczania reszty z dzielenia,

stosowanie operatora inline,

zmiana funkcji stuzacych do wezytywania danych,

korzystanie ze wstawek assemblerowych,

kompilacja programu z optymalizacjami,
e modyfikacja programu, majaca na celu lepsze wykorzystanie pamieci podreczne;j.

Oprécz wyzej wymienionych, istnieje jeszcze jedna metoda przyspieszania programow zwana

preprocessingiem, jednak jest ona zalezna od stosowanego algorytmu. Zasadniczo polega ona

na wyliczaniu pewnych wartosci wykorzystywanych przez algorytm przed lub podczas kom-

pilacji programu, co pozwala na zaoszczedzenie czasu podczas samego wykonania programu.
Przeanalizujmy po kolei przedstawione techniki optymalizacji.
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9.6.1. Eliminacja dzielenia

Pierwsza z optymalizacji — eliminacja operacji dzielenia, w przypadku zadan wykonujacych
liczne operacje arytmetyczne, moze przynies¢ ogromne korzysci. Operacja dzielenia jest bard-
zo kosztowna, przez co jej wyeliminowanie z programu moze przynies¢ nawet kilkukrotne
przyspieszenie. Obchodzenie sie bez operacji dzielenia nie jest rzecza tatwa, jednak w wielu
przypadkach mozna sobie poradzié przy uzyciu operacji przesuniegcia bitowego (>>). Przyklad-
owo, w celu podzielenia wartosci zmiennej a przez 4, zamiast pisa¢ a = a / 4;, mozna wykon-
aé operacje a = a >> 2;. Operacja taka (w zaleznosci od architektury komputera) dziala
okoto 5 razy szybciej. Jesli program jest kompilowany z optymalizacjami, to kompilator jest w
stanie w wielu przypadkach sam zastapi¢ dzielenie oraz wyznaczanie reszty z dzielenia innymi
operacjami.

9.6.2. Wczytywanie wejScia

Czas dostepu do informacji zapisanych na dysku twardym jest istotnie dtuzszy od odwoty-
wania sie do pamieci operacyjnej. W przypadku pisania programoéw konkursowych sytuacja
jest podobna. Czas wezytywania i wypisywania danych stanowi w wielu sytuacjach znaczna
czedé czasu wykonania programu. Na efektywnos¢ tych czynnoéci w duzym stopniu ma wptyw
spos6b realizacji operacji wejscia/wyjscia.

W jezyku C++ szeroko wykorzystywane sa dwie metody. Jedna z nich jest uzycie znanych
jeszcze z jezyka C, funkcji scanf oraz printf. Sa one stosunkowo szybkie, jednak postugiwanie
sie nimi jest niewygodne ze wzgledu na konieczno$é¢ podawania formatu danych, na ktérych
wykonywane sa operacje.

Druga metoda jest stosowanie strumieni wprowadzonych w jezyku C++. Ich uzycie jest
bardzo proste. Strumienie ,same” okredlaja format danych, na podstawie typéw zmiennych,
bioracych udzial w realizowanych operacjach. Wygoda jednak niesie ze soba rowniez wielkie
koszty — strumienie sg istotnie wolniejsze od funkcji scanf oraz printf. Réznice w ich
czasie dzialania wahaja sie wraz z réznymi wersjami kompilatoréw, jednak nalezy zaktadac,
ze strumienie sa Srednio pieciokrotnie wolniejsze. Na listingach 9.23 oraz 9.24 przedstawione
zostaly dwa programy wezytujace i wypisujace 1000000 liter. Czas dziatania pierwszego z
nich na komputerze testowym to 6.5 sekund, podczas gdy drugi program potrzebuje niecate
pottorej sekundy.

Listing 9.23: Program wczytujacy i wypisujacy 1000 000 liczb, wykorzystujacy do tego celu stru-
mienie

01 #include <iostream>

02 using namespace std;

03 int main() {

04 char w;

05 for (int x = 0; x < 1000000; x++) {
06 cin >> w;

07 cout << w;

08 }

09 return 0;

10 }
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Listing 9.24: Program wczytujacy i wypisujacy 1 000 000 liczb, wykorzystujacy do tego celu funkcje
scanf oraz printf

1 #include <stdio.h>

2 int main() {

3 char w;

4 for (int x = 0; x < 1000000; x++) {
5 scanf ("%c", &w);

6 printf ("%c", w);

T}

8 return 0;

9}

Przedstawiona analiza Swiadczy o tym, ze podczas rozwiazywania zadan konkursowych nie
nalezy korzysta¢ ze strumieni, chyba ze liczba wezytywanych i wypisywanych danych jest
niewielka.

Podczas jednego z konkurséw, w ktorych zespot Warsaw Predators brat udzial, oczeki-
wana ztozonos¢ rozwiazania jednego z zadan o duzym wejéciu byta liniowa. Jednak dzieki
zoptymalizowaniu operacji wczytywania danych, udato sie uzyskaé akceptacje rozwiazania
dzialajacego w czasie O(n * log(n)). Wykorzystanie funkcji scanf bylo jednak niewystar-
czajace, co zmusito nas do wykorzystania funkcji getchar i putchar. Przykladowy program
zostal przedstawiony na listingu 9.25. Czas jego wykonania na tym samym komputerze co
poprzednie programy to 0,42 sekundy.

Listing 9.25: Program wezytujacy i wypisujacy 1000 000 liter, wykorzystujacy do tego celu funkcje
getchar oraz putchar

1 #include <stdio.h>
2 int main() {
3 char w;

4  for (int x = 0; x < 1000000; x++) {
5 w = getchar();

6 putchar (w) ;

T}

8 return 0;

9}

9.6.3. Kompilacja z optymalizacjami i wstawki assemblerowe

Kolejna technika, pozwalajaca na zwickszenie wydajnosci programu, jest korzystanie ze wsta-
wek assemblerowych. W jezyku C+4 wstawki mozna dodawaé do programu przy uzyciu op-
eratora asm. Podejscie tego typu pozwala na najdoktadniejsza kontrole tego, co jest wykony-
wane przez implementowany program. W przypadku korzystania z instrukcji jezyka wysokiego
poziomu, jakim jest C++, nie jest wiadomo, jaki kod maszynowy zostanie wygenerowany dla
okreslonej sekwencji. W wielu przypadkach cztowiek jest w stanie napisa¢ znacznie szyb-
szy kod niskopoziomowy. Podejscie wykorzystujace wstawki assemblerowe byto dos¢ czesto
stosowana technika przyspieszania programow, jednak obecnie jest ona coraz rzadziej spo-
tykana, ze wzgledu na czasochtonnos¢ i tatwos¢ popelniania btedéw. Jakosé dzisiejszych kom-
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pilatoréw jest na tyle wysoka, ze reczne pisanie kodu maszynowego nie daje tak wielkich r6znic
jak kiedys.

Skoro jako$é generowanego kodu maszynowego podczas zawoddéw powierza sie w calos-
ci kompilatorowi, to nalezy upewni¢ si¢, ze zadanie to jest wykonane jak najlepiej. Jedna
z mozliwosci wplywania na ten proces jest poprzedzanie funkcji stowem kluczowym inline.
Stanowi ono podpowiedz dla kompilatora, ze tres¢ funkcji powinna by¢ wstawiana w miejsce
jej wywolania, zamiast wykonywania skoku do miejsca, w ktérym si¢ ona znajduje. W przy-
padku prostych funkcji, takich jak wyznaczanie maksimum dwoch liczb, podejscie takie w
istotny sposéb zwigksza efektywnosé programu. Stosowanie operatora inline pozwala na
zaoszczedzenie czasu potrzebnego na odkladanie argumentéw na stosie oraz wykonywanie
operacji zwiazanych z wywotaniem funkcji. W przypadku kompilacji programu z optymaliza-
cjami, rozwijanie wywotan funkcji wykonywane jest automatycznie, jednak operator inline
moze pomdc kompilatorowi w podejmowaniu decyzji, ktére funkcje nalezy rozwijac.

Listing 9.26: Program wykonujacy 100000000 odwotlan do tablicy liczb

1 using namespace std;

2 int main() {

3 int a[16];

4 for (int x = 0; x < 100000000; x++)
5 alx & 15] = x;

6 return 0;

7}

Listing 9.27: Program wykonujacy 100000000 odwotan do wektora liczb

1 #include <vector>

2 using namespace std;

3 int main() {

4  vector<int> a(16, 0);

5 for (int x = 0; x < 100000000; x++)
6 alx & 15] = x;

7 return O;

8}

Druga metoda generowania kodu maszynowego wysokiej jakosci jest kompilacja programu z
optymalizacjami (przelaczniki kompilatora -O1, -02, -03, ...). Optymalizacje sa szczegdl-
nie istotne w przypadku wykorzystywania zaawansowanych konstrukcji jezyka C++4, ktére
znajduja szerokie zastosowanie w bibliotece STL.

Wyniki sa widoczne na przykladzie programéw z listingéw 9.26 oraz 9.27. Pierwszy z
nich wykonuje 100 000 000 zapiséw do tablicy liczb, podczas gdy drugi wykorzystuje do tego
samego celu wektor z biblioteki STL. Czasy wykonania tych programéw kompilowanych z op-
tymalizacjami na poziomie - 02, to odpowiednio 0,867 i 1,154 sekundy, zatem sg one poréowny-
walne. Jedli te same programy zostana skompilowane bez optymalizacji, to czasy wykonania
rosng odpowiednio do 4 i 30 sekund. W przypadku brania udziatu w konkursach, w ktérych
jury kompiluje programy bez optymalizacji, programy wykorzystujace biblioteke STL maja
bardzo utrudnione zadanie. Istnieje jednak metoda na obejscie tego problemu, a polega ona
na wstepnej kompilacji programu do kodu maszynowego, zanim odda si¢ program do oceny.
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Zastosowanie tej techniki nie wymaga zadnych zmian w sposobie pisania programu. Realizacja
tego procesu wyglada nastepujaco:

e Implementacja programu (nazwijmy go a.cpp).

e Kompilacja programu do kodu maszynowego przy uzyciu polecenia

gcc -5 -0x a.cpp

gdzie x oznacza wykorzystywany poziom optymalizacji. Zazwyczaj stosuje sie poziom
2, gdyz daje bardzo dobre efekty i nie niesie ze soba ryzyka zmiany dzialania programu.
Wyzsze poziomy optymalizacji moga okazaé si¢ niebezpieczne i mie¢ wpltyw na sposéb
dziatania programu. Pomyslnie zakonczony proces kompilacji powinien spowodowadé
powstanie pliku a.s, zawierajacego kod maszynowy programu.

e Poniewaz jury oczekuje, ze rozwiazania zadan beda nadsylane w jezyku C+-+, a nie
Assemblerze, zatem nalezy dokonaé¢ modyfikacji kodu maszynowego w taki sposoéb,
aby mozna byto dokonaé¢ kompilacji przy pomocy kompilatora jezyka C++4. Proces
ten wymaga umieszczenia na poczatku pliku a.s tekstu ,asm(” oraz na jego koncu
») ;7. Poza tym, nalezy: zamieni¢ wystepujace w programie znaki ” na \”, umiescié¢ na
poczatku kazdego wiersza \” oraz na koncu kazdego wiersza \n". Mozna tego dokonaé
przy uzyciu edytora tekstu, lub wykonujac nastepujaca komende:

perl -pi~ -e ’s/\"/\\\"/g; s/C.*)/\"$1\\\n\"/ig’ a.s

e Zawarto$¢ plku a.s mozna skompilowaé jak zwykly kod Zrédlowy napisany w jezyku
C++.

9.6.4. Lepsze wykorzystanie pamieci podrecznej

Wielki wptyw na czas wykonania programu moze rowniez mie¢ kolejnosé, w jakiej program
odwotuje sie do pamiegci. Réznice zaleza w istotny sposoéb od architektury procesora, a doktad-
niej od rodzaju oraz wielkoéci jego pamieci podrecznej. Szybko$é¢ dziatania pamieci RAM w
komputerze jest okoto dziesieciokrotnie wolniejsza od predkoéci procesora. W przypadku,
gdy istnieje konieczno$é¢ odwotania sie do pewnej komérki pamieci, procesor musi czekaé
na sprowadzenie potrzebnych danych z pamieci RAM. W celu poprawienia tej sytuacji,
dzisiejsze procesory wyposazone sa w pamieé¢ podreczna (ang. cache), ktérej predkos$é jest
istotnie wieksza od pamieci RAM. Zadaniem pamieci podrecznej jest przechowywanie ostat-
nio wykorzystywanych adresow pamieci, co pozwala zaoszczedzi¢ czas tracony w oczekiwaniu
na sprowadzenie odpowiednich informacji z RAM-u.

W przypadku zadan konkursowych, najwiecej czasu przy wykonywaniu programu mozna
zaoszczedzié poprzez zmiane kolejnosci inicjalizacji tablic. Sposéb wykonywania tego pro-
cesu jest szczegdlnie wazny podczas rozwiazywania zadan na programowanie dynamiczne,
ktére czesto wielokrotnie musza aktualizowaé zawartosé wielowymiarowych tablic. Na listin-
gach 9.28 oraz 9.29 przedstawione sa dwa programy, ktére wykonuja identyczne zadanie —
wypetniaja 100 megabajtowa tablice réznymi wartoéciami. Jedyna réznica polega na kole-
jnosci przetwarzania pél tablicy. Pierwszy z tych programéw wypelnia tablice ,wierszami”,
podczas gdy drugi robi to ,kolumnami”. W przypadku pierwszego programu, odwotania do
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pamieci realizowane sa lokalnie — kolejno modyfikowane bloki pamieci sa spéjne. Drugi pro-
gram natomiast wykonuje liczne skoki po pamigci (odlegto$é miedzy kolejnymi zapisywanymi
blokami pamieci wynosi 10000 bajtéw), co uniemozliwia efektywne wykorzystanie pamieci
podrecznej procesora. Odbija sie to znaczaco na czasie wykonania obu programéw. Pierwszy
z nich dziala na testowej maszynie 1.2 sekundy, podczas gdy drugi ponad 15 sekund.

Listing 9.28: Program zapisujacy tablice ,wierszami”

1 char tab[10000] [10000] ;

2 int main() {

3 for (int x = 0; x < 10000; x++)
4 for (inty = 0; y < 10000; y++)
5 tablx][y]l = x + y;

6 return 0;

7}

Listing 9.29: Program zapisujacy tablice ,kolumnami”

1 char tab[10000] [10000] ;

2 int main() {

3 for (inty = 0; y < 10000; y++)
4 for (int x = 0; x < 10000; x++)
5 tablx][y]l = x + y;

6 return O;

7}

9.6.5. Preprocessing

Kolejna metoda, pozwalajaca na przyspieszenie wykonania programéw, jest technika zwana
preprocessingiem. Odmiennie od technik omoéwionych uprzednio, jest ona zalezna od stosowa-
nego algorytmu i polega na wyliczaniu pewnych danych, ktérych wartos¢ nie jest uwarunk-
owana od danych wej$ciowych programu, przed lub podczas kompilacji. W ten sposob pro-
gram nie musi wyznaczaé potrzebnych do swojego dzialania informacji podczas wykonywa-
nia operacji — wystarczy, ze skorzysta ze stablicowanych wynikow wyliczonych wczesniej.
Przy zastosowaniu powyzszej metody, w przypadku niektérych zadan, mozna sobie pozwoli¢
na implementacj¢ znacznie mniej efektywnego algorytmu. Wyznaczanie danych dla progra-
mu mozna bowiem wykonywaé¢ podczas rozwiazywania innych zadan. Przyktadem tego typu
zadania sa Liczby antypierwsze z pierwszego etapu VIII Olimpiady Informatyczne;.

Zadanie: Liczby antypierwsze
Pochodzenie: Rozwiazanie:
VIII Olimpiada Informatyczna ant.cpp

Dodatnia liczbe catkowita nazywamy antypierwsza, gdy ma ona wiecej dzielnikéw niz kazda
dodatnia liczba calkowita mniejsza od niej. Przykladowymi liczbami antypierwszymi sa: 1,
2,4,6, 121 24.

Zadanie
Napisz program, ktory:
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e wczyta dodatnia liczbe catkowita n,

e wyznaczy najwicksza liczbe antypierwsza nieprzekraczajaca n,

e wypisze wyznaczona liczbe.
Wejscie
W jedynym wierszu wejscia znajduje sie jedna liczba catkowita n, 1 < n < 2000000 000.
Wyjscie

W jedynym wierszu wyjscia program powinien zapisa¢ doktadnie jedna liczbe catkowita —
najwieksza liczbe antypierwsza nieprzekraczajaca n. Efektywne rozwiazanie tego zadania,

Przyktad

Dla nastepujacego wejscia: Poprawnym rozwiazaniem jest:

1000 [ H 840

wymaga zastosowania pewnych wlasnoéci rozktadu liczb na liczby pierwsze. Okazuje sie jed-
nak, ze liczb antypierwszych w przedziale {1,2000000000} jest niewiele — zaledwie 68. Moz-
na zatem je wszystkie wyznaczy¢ wezeéniej, a nastepnie umiescié¢ ich liste w programie. Ze
wzgledu na to, ze zadanie to pojawilo si¢ na pierwszym etapie Olimpiady i na jego rozwiazanie
zawodnicy mieli okoto miesiaca, zatem mozna byto zastosowaé¢ w zasadzie dowolna metode
wyznaczania liczb antypierwszych. Program prezentujacy zastosowanie techniki preprocessin-
gu w praktyce zostal przedstawiony na listingu 9.30

Listing 9.30: Rozwiazanie zadania Liczby antypierwsze, wykorzystujace technike preprocessingu

// Tablica wszystkich liczb antypierwszych na przedziale [1..2%10A9]

0l int vals(] = { 1, 2, 4, 6, 12, 24, 36, 48, 60, 120, 180, 240, 360, 720, 840, 1260,
02 1680, 2520, 5040, 7560, 10080, 15120, 20160, 25200, 27720, 45360, 50400,

03 55440, 83160, 110880, 166320, 221760, 277200, 332640, 498960, 554400, 665280,
04 720720, 1081080, 1441440, 2162160, 2882880, 3603600, 4324320, 6486480,

05 7207200, 8648640, 10810800, 14414400, 17297280, 21621600, 32432400, 36756720,
06 43243200, 61261200, 73513440, 110270160, 122522400, 147026880, 183783600,

07 245044800, 294053760, 367567200, 551350800, 698377680, 735134400, 1102701600,
08 1396755360 };

09

10 int main() {

11 int nr, pos = 67;

12 cin >> nr;

13 while(vals[pos] > nr) pos--;

14 cout << vals[pos] << endl;

15 return O;

16 }

Oproécz przedstawionych w tym rozdziale technik pozwalajacych na zwickszanie efektywnosci
programow, istnieja inne zaawansowane metody, z ktorych wiele wymaga dobrej znajomosci

269



architektury komputeréw. Optymalizacje te sa zwiazane miedzy innymi z kolejnoscia wykony-
wania operacji, czy sposobem odwolywania sie do pamieci. Bardzo dobrym zrédtem wiedzy
na ten temat, przydatnej nie tylko podczas brania udzialu w konkursach, ale réwniez w
codziennym zyciu programisty, jest ksiazka ,,Optymalizacja Kodu. Efektywne wykorzystanie
pamieci - programowanie” ([OPK]).
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Rozdziat 10

Rozwiazania zadan

W rozdziale tym znajduja sie wskazdéwki dotyczace rozwiazan zadan z poszczegdlnych rozdzi-
alow ksiazki. Zadania moga by¢ trudne z dwéch wzgledéw. Pierwszym z nich jest skomp-
likowana implementacja algorytmu. W takiej sytuacji, przydatna moze sie okazaé analiza
kodéw zrodiowych programéw znajdujacych sie na plycie dotaczonej do ksiazki. Znajduja
si¢ na niej bowiem programy, stanowiace rozwigzania wszystkich zadan zawartych w tej
ksiazce, zaimplementowane przy uzyciu przedstawionej biblioteczki algorytmicznej. Kole-
jnym zrédtem probleméw moze byé samo wymyslenie odpowiedniego algorytmu. W takiej
sytuacji, przydatna moze sie okazaé zawarto$¢ niniejszego rozdziatu, w obrebie ktérego moz-
na znalezé¢ podpowiedzi do poszczegdlnych zadan. Do kazdego z nich dostepnych jest kilka
podpowiedzi — kazda kolejna wskazdéwka konkretyzuje pomyst naszkicowany w poprzed-
niej. Dzieki takiemu podejsciu, jesli poczatkowe wskazowki okazuja sie niewystarczajace do
rozwiazania zadania, mozna pokusié¢ sie o przeczytanie nastepnych. Z uwagi na to, ze kazde
zadanie mozna rozwiaza¢ na wiele sposobéw, natomiast wskazéwki nakierowuja na jedno
konkretne rozwiazanie, nie nalezy zatem przejmowac sie zbytnio, jesli koncepcja rozwiazania
przedstawiona w podpowiedziach nie pokrywa sie z podejéciem czytelnika.

10.1. Algorytmy grafowe

10.1.1. Mroéwki i biedronka

e Zlozono$é asymptotyczna proponowanego rozwiazania zadania wynosi O(n*])

e W momencie ladowania biedronki wszystkie mréwki poruszaja si¢ w jej kierunku. Do-
brym pomystem jest wyznaczenie dla kazdego lidcia kierunku, w ktorym nalezy sie z
niego poruszacé. Poniewaz rozpatrywana struktura jest drzewem, zatem do wyznaczenia
tych kierunkéw mozna zastosowaé algorytm BFS.

e Dla kazdego kolejnego ladowania biedronki mozna wyznaczy¢ drzewo BFS, o ktérym
mowa w powyzsze] wskazowce, a nastepnie symulowaé ruchy mréwek do momentu, w
ktoérym jedna z nich dotrze do biedronki. W jaki sposéb mozna wykonaé¢ symulacje, aby
czas jej wykonania byl liniowy ze wzgledu na liczbe lisci w drzewie?

e Problemem w efektywnej realizacji symulacji jest stwierdzenie, czy przetwarzana mréwka
powinna wykona¢ ruch. W celu zweryfikowania tego nalezy sprawdzié¢, czy na Sciezce
miedzy nia a biedronka nie ma zadnej innej mréwki. Mozna tego szybko dokonaé poprzez
zaznaczanie lisci w drzewie, na ktére nie mozna juz wchodzié¢ (gdyz na $ciezce do
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miejsca ladowania biedronki znajduje sie mréwka). Zaznaczanie liSci mozna wykony-
waé po kazdym pojedynczym ruchu mréwki; wszystkie wierzchotki z poddrzewa BFS
tego wierzchotka nalezy zaznaczy¢ jako zablokowane. Sumaryczny czas wykonania poje-
dynczej symulacji jest liniowy, poniewaz kazdy wierzchotek zaznaczany jest jako zabloko-
wany doktadnie raz.

10.1.2. Komiwojazer Bajtazar

e Istnieje mozliwosé rozwiazania tego zadania w czasie O(n + m), lecz algorytm jest dosé
skomplikowany. Sugerowana zlozonosé czasowa to O((n + m) * log(n))

e Podréze Bajtazara pomiedzy kolejnymi parami miast sa niezalezne, zatem zadanie moz-
na rozwiazaé wyliczajac wszystkie czedciowe odleglodci, a nastepnie zwrécié¢ sume wyz-
naczonych wartosci. Sie¢ drég nigdy nie tworzy cykli oraz z kazdego miasta mozna
dotrze¢ do kazdego innego, zatem sie¢ ta tworzy drzewo i dla kazdej pary miast ist-
nieje doktadnie jedna $ciezka je taczaca. Rozwiazanie zadania sprowadza sie zatem do
zaprojektowania algorytmu wyznaczajacego odlegtoéé miedzy dowolnymi dwoma wierz-
chotkami w drzewie. Jak tego dokonaé?

e W celu wyznaczania odlegtosci miedzy parami wierzchotkow w drzewie mozna na wstepie
ukorzeni¢ analizowane drzewo w pewnym (dowolnym) wierzchotku r. Odleglo$¢ miedzy
dwoma wierzchotkami v oraz w (ktéra oznaczaé bedziemy przez d(v,w)) w drzewie
o korzeniu r mozna wyznaczy¢, korzystajac z pojecia najnizszego wspolnego przodka
dwéch wierzchotkéw (ang. least common ancestor) — p = LCA(v,w). Jest to na-
jbardziej oddalony od korzenia drzewa wierzchotek, ktory lezy na $ciezkach r ~» v oraz
r ~ w. Poszukiwana warto$é¢ d(v, w) mozna wyrazi¢ wtedy jako d(p,v)+d(p, w). W jaki
sposob mozna wyznacza¢ w czasie logarytmicznym (O(log(n)) najnizszego wspolnego
przodka dwoch wierzchotkéw v i w w drzewie?

e Wyznaczanie najnizszego wspdlnego przodka dwédch wierzchotkéw mozna dokonaé w
czasie stalym. Opis takiego algorytmu mozna znalezé w pracy [LCA]. Algorytm ten
jednakze jest stosunkowo skomplikowany w implementacji. W rozwiazaniu zadania
umieszczonego na plycie zastosowany zostal nieco prostszy algorytm. Zauwazmy na
wstepie, ze wykonujac na drzewie algorytm DFS, zaczynajac od korzenia r, jestedmy
w stanie w czasie stalym odpowiadaé¢ na pytanie, czy wierzchotek p jest przodkiem
wierzchotka v. Aby tak bylo musi zachodzié:

d(p) < d(v), f(p) > f(v)

Znajac liste wierzchotkéw wystepujacych na $ciezce od wierzchotka v do korzenia r
mozna wyznaczaé¢ warto$¢ LC A(v,w), stosujac wyszukiwanie binarne. Podejscie takie
wymaga jednak skonstruowania pewnej reprezentacji Sciezek, ktérej wielko$é nie przekra-
cza O(nxlog(n)) oraz ktéra pozwala efektywnie przeszukiwaé Sciezke. Jedna z mozliwos-
ci jest wyznaczenie dla kazdego wezta drzewa v listy wierzchotkéw lezacych na Sciezce
do korzenia oddalonych od v o 1,2,4,....

10.1.3. Drogi

e Zadanie mozna rozwigza¢ w czasie O(n + m).
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e Sie¢ drog w Bajtocji mozna przedstawi¢ w postaci grafu skierowanego G. Problem
postawiony w zadaniu jest rownowazny wyznaczeniu minimalnej liczby krawedzi, jakie
nalezy dodaé¢ do grafu G, aby z kazdego wierzchotka dato si¢ dojé¢ do kazdego innego.

e Jezeli rozpatrzymy graf H silnie spdjnych sktadowych dla grafu G, to okaze si¢, ze nie
trzeba doktadac¢ zadnych dodatkowych drog, jesli graf H sklada sie z dokladnie jednego
wierzchotka (wszystkie wierzchotki grafu G naleza do tej samej silnie spéjnej sklad-
owej). Aby zatem rozwiazaé¢ zadanie, nalezy wyznaczy¢ liczbe krawedzi, jaka nalezy
doda¢ do grafu G, tak aby odpowiadajacy graf silnie spdjnych sktadowych sktadal sie
z jednego wierzchotka. Zamiast operowa¢ na oryginalnym grafie, mozna réwniez do-
dawaé krawedzie do grafu H (dodana krawedz w grafie H reprezentuje krawedz taczaca
dowolne wierzchotki z odpowiednich silnie sp6jnych sktadowych grafu G). Sprowadzenie
grafu H do pozadanej postaci jest tatwiejsze niz grafu G, gdyz jest on acykliczny.

e Niech liczby a i b beda odpowiednio rowne liczbie wierzchotkéw o stopniu wyjsciowym
0 oraz o stopniu wejsciowym 0 w grafie H. Poszukiwana liczba krawedzi, jaka nalezy
dodaé¢ do grafu G jest réwna max(a,b).

10.1.4. Spokojna komisja

e Zadanie mozna rozwigza¢ w czasie O(n 4+ m).

e Zauwazmy, ze jezeli postowie v oraz w nawzajem sie nie lubia, to wybranie do komisji
posta v wymusza réwniez wybranie posta z, ktéry jest z postem w razem w partii.
W takim przypadku méwimy, ze posel z jest zalezny od posta v. Na podstawie listy
par postow, ktérzy sie nawzajem nie lubia, mozna skonstruowaé graf zaleznosci G, a
nastepnie, przy jego uzyciu, wyznaczy¢ sktad komis;ji.

e Jesli do komisji zostanie wybrany poset v, to musza rowniez zosta¢ wybrani wszyscy
postowie, ktérzy sa osiagalni z wierzchotka v w grafie zaleznosci G. Zatem dla kazdej sil-
nie spojnej sktadowej grafu G, albo wszyscy postowie z tej sktadowej naleza do komisji,
albo zaden z nich. Dodatkowo, jesli pewien posel z silnie spdjnej sktadowej x zostal
wybrany do komisji, to wszyscy postowie ze sktadowych osiagalnych z x réwniez musza
by¢ w komisji. Jesli w grafie G z wierzchotka reprezentujacego posta v osiagalne sa wierz-
chotki reprezentujace dwéch postéw z tej samej partii, to v nie moze zostaé wybrany
do komisji.

e Rozpoczynajac od pustego zbioru cztonkéw spokojnej komisji oraz rozpatrujac wierz-
chotki silnie spdjnych sktadowych grafu G w porzadku odwrotnym do topologicznego,
mozna zastosowaé metode zachtanna konstruowania wyniku. Jedli aktualnie przetwarza-
na sktadowa nie zawiera postéw, ktérych dodanie do konstruowanego wyniku powodowato-
by wystapienie nielubiacej sie pary postéw w komisji, to grupe taka mozna dodaé¢ do
wyniku. Po przetworzeniu calego grafu, jesli skonstruowany wynik spelnia wymagania
zadania, to nalezy zwroécié¢ go jako odpowiedz, w przeciwnym razie komisja nie moze
zostaé ustanowiona.

10.1.5. Wirusy

e Zadanie mozna rozwiaza¢ w czasie liniowym ze wzgledu na sumaryczna dtugos$é wszys-
tkich kodéw wiruséw.
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e W rozwiazywaniu tego zadania pozyteczna moze okazaé sie lektura rozdziatu 7.3, doty-
czacego algorytmu Aho-Corasick do wyszukiwania wielu wzorcéw w tekscie.

e Zauwazmy, ze jezeli istnieje nieskonczony, bezpieczny ciag zer i jedynek ¢, to nie zawiera
on zadnego z wiruséw jako swojego podciagu. W takiej sytuacji, wykonujac algorytm
Aho-Corasick dla wzorcow bedacych sekwencjami wirusow, algorytm nigdy nie trafi do
wierzchotka w drzewie prefiksow wzorcéw, ktéry reprezentuje caly wzorzec. Czy mozna
wykorzysta¢ drzewo prefikséw wzorcow do wyznaczenia bezpiecznego nieskonczonego
ciagu zer i jedynek?

e Aby istnial nieskonczony ciag zer i jedynek, nie zawierajacy zadnego wirusa, to al-
gorytm Aho-Corasick musi poruszac¢ sie po takim cyklu, w obrebie drzewa prefiksow,
ktory nie zawiera zadnego wezta reprezentujacego kod wirusa. Jesli taki cykl nie ist-
nieje, to ze wzgledu na ograniczonag wielko$¢ drzewa, algorytm w konicu trafi do wezla
reprezentujacego pewien wirus.

e Aby rozwiazaé zadanie, nalezy skonstruowaé strukture mkmp dla podanych kodéw wiruséw,
a nastepnie sprawdzié¢, czy graf reprezentujacy wzorce zawiera cykl (przy wyszukiwaniu
cyklu nalezy traktowaé¢ wartosci funkcji prefiksowej jako krawedzie grafu).

10.1.6. Linie autobusowe

e Zadanie mozna rozwigza¢ w czasie O(n + m).

e Oznaczmy poszukiwana liczbe linii autobusowych przez k. Zastandéwmy si¢ najpierw,
kiedy istnieje mozliwos¢ zagwarantowania transportu wszystkim mieszkancom przy uzy-
ciu doktadnie jednej linii autobusowej. Ze wzgledu na fakt, iz graf drég jest spdjny (z
kazdego miasta da si¢ dojecha¢ do kazdego innego), trase autobusu przebiegajaca przez
wszystkie drogi mozna utozsami¢ ze Sciezka Eulera. Jesli Sciezka Eulera istnieje, to
mozna rozwiazaé zadanie wykorzystujac doktadnie jedna linie autobusowa.

e Sciezke Eulera mozna wyznaczyé¢ w spéjnym grafie wtedy, gdy kazdy wierzcholek ma
stopien parzysty lub gdy liczba wierzcholkéw o stopniu nieparzystym (1) jest réwna 2.

.....

wiemy, ze k > % Czy % jest wystarczajaca liczba linii autobusowych?

e Faktycznie, k = % Jesli bowiem do grafu dodamy specjalny wierzchotek v, ktory
potaczymy krawedzia z kazdym wierzchotkiem o nieparzystym stopniu, to uzyskany
graf bedzie posiadal cykl Eulera. Po jego wyznaczeniu, mozemy rozdzieli¢ go na zbiér
Sciezek poprzez usuniecie wszystkich wystapien wierzchotka v. Spowoduje to powstanie
% Sciezek, ktore przechodza przez wszystkie krawedzie oryginalnego grafu, a co za tym
idzie, stanowia poszukiwany zbiér linii autobusowych.

10.1.7. Przemytnicy

e Sugerowana zlozono$¢ czasowa rozwiazania to O(m * log(n)).

e Przemytnicy musza przewiezé przez granice ztoto pod postacia pewnego metalu. Aby
wyznaczy¢ jaki wybdr jest najbardziej optacalny, dla kazdego z metali nalezy wyznaczy¢
sume: kosztu zamiany jednego kilograma ztota w dany metal, cta dla jednego kilograma
tego kruszcu oraz kosztu zamiany z powrotem w ztoto. Po wyznaczeniu wszystkich tych
wartosci, wystarczy wybra¢ najmniejsza z nich.
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Aby wyznaczy¢ koszt zamiany 1 kg zlota w okreslony metal, mozna skonstruowaé graf
reprezentujacy koszty zamiany metali, w ktérym wierzchotkami sa metale, a krawedzie
reprezentuja proces alchemii (kazda krawedZ ma przypisana wage, réwna kosztowi
przeprowadzenia zamiany 1 kg jednego metalu na drugi). Na tak skonstruowanym grafie
wystarczy wykonaé algorytm Dijkstry, rozpoczynajac z wierzchotka reprezentujacego
ztoto; odlegtodci poszezegdlnych wierzchotkéw od zrodla reprezentuja koszty uzyskania
tych metali ze zlota. Przy uzyciu jednego wywotania algorytmu Dijkstry, uzyskujemy
koszty otrzymania wszystkich metali ze zlota.

Aby wyznaczy¢é koszty uzyskania zlota z poszczegdlnych metali, mozna zastosowaé
podobna metode jak w poprzednim punkcie, lecz tym razem algorytm Dijkstry nalezy
wykonaé¢ na grafie transponowanym (w ktérym krawedzie reprezentujace poszczegdlne
przemiany maja przeciwny zwrot niz w grafie oryginalnym).

10.1.8. Skoczki

Sugerowana zlozono$é czasowa rozwiagzania to O(n?).

Szachownica sktada sie¢ z dwoch rodzajéw pol — bialtych oraz czarnych. Skoczek wykonu-
jac ruch zawsze przemieszcza si¢ miedzy polami o réznych kolorach.

Graf, ktérego wierzchotki reprezentuja pola szachownicy, a krawedzie dozwolone ruchy
skoczkow, jest dwudzielny. Problem wyznaczenia maksymalnego, nie bijacego sie zbioru
skoczkéw jest réwnowazny wyznaczeniu maksymalnego zbioru wierzchotkéw niepotaczo-
nych krawedziami — tzw. maksymalnego zbioru niezaleznych wierzcholtkéw.

W przypadku graféw dwudzielnych, liczno$é maksymalnego zbioru niezaleznych wierz-
chotkdéw jest réwna liczbie wierzchotkéw w tym grafie, pomniejszonej o wielkosé maksy-
malnego skojarzenia. Rozwiazanie zadania jest juz proste — mozna zastosowaé do tego
algorytm Hopcrofta-Karpa.

10.2. Geometria obliczeniowa na plaszczyznie

10.2.1. Akcja komandoséw

Sugerowana zlozono$é czasowa rozwigzania to O(n?).

Kazdemu komandosowi przypisane jest pewne koto; jesli bomba znajduje sie w obrebie
tego obszaru, to podczas jej wybuchu komandos zginie. Dla danego zbioru koman-
dosow istnieje mozliwosé takiego umieszczenia bomby, aby zaden z komandoséw nie
przezyl jej wybuchu, o ile przeciecie wszystkich odpowiadajacych kot jest niepuste. Za-
tem rozwiazanie zadania polega na dodawaniu kolejnych kot reprezentujacych obszary
razenia dla komandosow tak diugo, dopodki ich czeéé wspodlna jest niepusta. W jaki
sposob mozna sprawdzié, czy czes¢ wspdlna k kot jest niepusta w czasie O(k)?

Brzeg obszaru stanowiacego cze$¢ wspoélna k kot jest wyznaczony przez obwody tych
két. Czy mozna wyznaczyé pewien punkt charakterystyczny ¢, nalezacy do obwodu
jednego z kol, ktéry nalezy do czesci wspolnej wszystkich kot o ile jest ona niepusta?

Dla danych k kot, z ktorych kazde dwa maja niepusta cze$¢ wspolna, niech X bedzie
. k*(k—l) , . .. ;. ,
zbiorem —5— punktéw stanowiacych skrajnie-prawe punkty czesci wspolnych tych

kot. Przeciecie wszystkich k kot jest niepuste wtw gdy do wszystkich k két nalezy
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najbardziej lewy punkt zbioru X — poszukiwany punkt c¢. Przy dowodzeniu tego faktu
pomocne moze okazaé sie narysowanie przyktadowego uktadu kot. Teraz juz tatwo jest
napisa¢ program, ktéry doktada kolejne kota oraz aktualizuje odpowiednio punkt c.

10.2.2. Pomniki

Sugerowana zlozono$é czasowa rozwiazania to O((n + m) * log(n)).

Warunek, aby wybudowany pomnik nie zaklécal komunikacji migdzy serwerami jest
réwnowazny temu, ze jego lokalizacja nie znajduje sie wewnatrz wypuklej otoczki wyz-
naczonej przez lokalizacje Bito-serwerow.

Sprawdzenie, czy dany punkt nalezy do wnetrza wielokata wypuktego mozna wykonaé
w czasie logarytmicznym, przy uzyciu funkcji PointInsideConvexPol.

Rozwiazanie zadania sprowadza si¢ do wyznaczenia wypuklej otoczki dla zbioru lokaliza-
¢ji Bito-serwerdw, a nastepnie dla kazdej proponowanej lokalizacji pomnika sprawdzenie,
czy lezy ona wewnatrz wyznaczonej wypuklej otoczki.

10.2.3. Otltarze

Istnieje mozliwoéé rozwiazania tego zadania w ztozonosci O(n?), jednak rozwiazanie
takie jest do$¢ skomplikowane. Sugerowana ztozono$é programu to O(n? * log(n)).

Sprawdzanie, czy dana $wiatynia moze zosta¢ zhanbiona, mozna wykonywaé niezaleznie
dla kazdej z nich. W ten sposob nalezy przeprowadzié¢ n testow, z ktérych kazdy nalezy
zrealizowaé¢ w ztozonosci O(n * log(n)).

Aby sprawdzi¢, czy dana $wiatynia s moze zosta¢ zhanbiona, mozna zastosowaé metode
zamiatania katowego (nalezy posortowaé $wiatynie widziane przez wejécie do $wiatyni
s po kacie odchylenia wzgledem pozycji ottarza Swiatyni s, a nastepnie sprawdzié, czy
spatrzac” z pozycji oltarza istnieje przeswit, przez ktéry mégtby sie przemknaé duch).

Podczas sprawdzania czy istnieje przeswit, kazda $wiatynie mozna reprezentowaé przy
pomocy pary jej przekatnych. Lewe konce wszystkich odcinkéw, widocznych przez
wejscie do Swiatyni s z oltarza, mozna umiesci¢ w jednej kolejce, a prawe konce w
drugiej. Po wykonaniu sortowania katowego nalezy przetworzy¢ obie kolejki, za kazdym
razem wybierajac z jednej z nich punkt, ktéry znajduje sie bardziej na lewo. Jesli w
pewnym momencie liczba przetworzonych lewych koncéw jest rowna liczbie przetwor-
zonych prawych koncow, to oznacza to, ze znaleziony zostal przeswit.

10.3. Kombinatoryka

10.3.1. Liczby permutacyjnie-pierwsze

Sprawdzenie, czy dana liczba jest permutacyjnie-pierwsza, nie jest zadaniem prostym.
Wymaga ono wygenerowania wszystkich permutacji cyfr danej liczby, a nastepnie spraw-
dzenia, czy ktoras z nich zachowuje wtasnos¢ podana w zadaniu.

Aby rozwiazac jeden podproblem, nalezy sprawdzié¢ dla kazdej liczby z zadanego przedzi-
atu, czy jest ona permutacyjnie-pierwsza. W tym celu potrzebna jest réwniez mozliwosé
szybkiego sprawdzania, czy dana liczba jest pierwsza. Mozna tego dokonaé¢ poprzez
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wygenerowanie listy liczb pierwszych za pomoca funkcji bitvector Sieve(). Sumary-
czny czas dzialania programu to O(s x t), gdzie s to liczba przeprowadzonych testéw
(¢ — p), natomiast ¢ okresla zltozono$¢ wykonania pojedynczego testu. W jakim czasie
mozna wykonaé pojedynczy test?

Stosujac generator permutacji z uzyciem minimalnej liczby transpozycji oraz wykorzys-
tujac tablice liczb pierwszych, pojedynczy test mozna wykonaé¢ w czasie O(k!), gdzie k
jest liczba cyfr testowanej liczby. Po wykonaniu zamiany miejscami dwoch cyfr liczby
w tatwy sposéb mozna zaktualizowa¢ jej wartos¢, a nastepnie sprawdzié, czy réznica
miedzy nia a poczatkowa liczba jest postaci 9 * p.

10.4. Teoria liczb

10.4.1. Bilard

Sugerowana ztozonosé rozwiazania to O(log(n)), gdzie n to ograniczenie na wielkosé
wspdtrzednych z zadania.

Przy rozwiazaniu zadania pomocne jest rozwazenie ,,odbicia” kuli od boku stotu bilar-
dowego jak w lustrze (po odbiciu obserwowany jest obraz kuli w lustrze). W ten sposéb
kula nie odbija sie od $cian stotu, lecz porusza sie calty czas wzdtuz linii prostej. Stot
mozna utozsami¢ z siatka, ktora kula przecina podczas odbijania sie od $cian stotu.
Kula w oryginalnym problemie wpadnie do tuzy, jedli w problemie zmodyfikowanym
znajdzie si¢ w punkcie kratowym siatki. W jaki sposéb w zmodyfikowanym zadaniu
wyznaczy¢ czy i do ktérej tuzy wpadnie kula?

Wyznaczenia pierwszego punktu kratowego, przez ktory przetoczy sie kula, mozna
dokonaé obliczajac najpierw wspotrzedne kuli w chwili pierwszego przeciecia pionowej
linii siatki, a nastepnie przeskalowujac te wspélrzedne w taki sposéb, aby wspotrzedna
y-kowa rowniez znajdowala sie na poziomej linii siatki. Aby stwierdzi¢, do ktérej tuzy
wpadta kula, wystarczy przeanalizowaé liczbe przecie¢ pionowych oraz poziomych linii
siatki.

10.4.2. Wyliczanka

Zadanie mozna w prosty sposéb rozwiazaé¢ w zlozonoéci O(n?).

Jedli w pewnym momencie w kotku stoi k dzieci oraz miedzy dzieémi, ktére kolejno
odpadaja z kotka, znajduje sie m — 1 innych dzieci, to dlugosé wyliczanki musi by¢
postaci [ x k +m, | € N (podczas wyliczania m dzieci wypowie o jedna sylabe wiecej
niz reszta k — m dzieci stojacych w kétku).

Rozpatrujac kolejne odchodzace z kotka dzieci, mozna skonstruowaé¢ uktad n réwnan
modularnych postaci n = m; (mod k). Jesli uktad ten nie jest sprzeczny, to najmniejsze
jego rozwiazanie stanowi poszukiwana dtugo$é¢ wyliczanki.

Wyznaczenie rozwigzania uktadu réwnan modularnych jest mozliwe przy uzyciu funkcji
congr. Réwnania mozna rozwiazywac¢ parami, w kazdym kroku eliminujac jeden element
uktadu kongruencji. Ostatni uzyskany wynik (jesli istnieje) stanowi dtugosé najkrotszej
mozliwej wyliczanki.
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10.4.3. Lancuch

e Istnieje mozliwos¢ rozwiazania tego zadania w czasie O(n*log(n)*log(log(n))), jednak
sugerowana zlozonoéé rozwigzania to O(n?).

e Zauwazmy, ze jesli sekwencje ruchéw [ prowadzaca do zdjecia tancucha z preta wykon-
amy w odwrdconej kolejnosci, rozpoczynajac od tancucha zdjetego z preta, to uzyskamy
w ten sposob sytuacje poczatkowa. Zatem zamiast rozpatrywaé¢ problem zdejmowania
tancucha z preta, mozemy przeanalizowaé zakladanie go w taki sposéb, aby uzyskaé
zadana konfiguracje koncowa.

e Zgodnie z opisem dozwolonych ruchéw, minimalna liczba krokow, ktore trzeba wykonaé,
aby zalozy¢ k-te ogniwo ltancucha na pret jest niezalezna od konfiguracji ogniw k +
1,k +2,.... Dodatkowo, w chwili gdy wykonywany jest ruch nakladania k-tego ogniwa
na pret, konfiguracja ogniw k — 1,k — 2,... jest zdefiniowana jednoznacznie — ogniwo
k — 1 musi by¢ zatozone na pret, a ogniwa k — 2,k — 3,... — zdjete. Ile ruchéw nalezy
wykonacé, aby zatozyé¢ k-te ogniwo przy zatozeniu, ze wszystkie wezedniejsze sa zdjete z
preta?

2F=1 yuchéw. Ze wzgledu na opisane wezeéniej wlas-

e Zalozenie k-tego ogniwa wymaga
noéci ruchéw zwigzanych z zakladaniem i zdejmowaniem ogniw z preta, wyznaczenie
liczby potrzebnych ruchéow do zdjecia catego tancucha mozna dokonaé, sumujac licz-
by ruchéw potrzebnych do zdjecia kolejnych ogniw (zaczynajac od ogniwa numer n).
Zdejmujac ogniwo na pozycji k, nalezy pamieta¢ o zmianie stanu ogniwa k£ — 1. Do
przechowywania wyniku nalezy wykorzystaé arytmetyke wielkich liczb.

10.5. Struktury danych

10.5.1. Malpki

e Sugerowana zlozonos$¢ rozwiazania zadania to O(n * log*(n)).

e Sposéb trzymania sie malpek miedzy soba mozna reprezentowaé przy uzyciu grafu, w
ktorym wierzchotkami sa malpki, natomiast krawedz taczaca dwa wierzchotki v oraz
w reprezentuje trzymanie sie odpowiednich malpek. Puszczenie malpki w przez malp-
ke v mozna reprezentowaé przez usuniecie krawedzi (v,w) z grafu. Takie podejscie
po usunieciu kazdej krawedzi wymaga zweryfikowania, ktére malpki spadly na ziemie.
Proste rozwiazanie tego problemu polega na wyszukiwaniu wszystkich wierzchotkéw ze
spéjnej sktadowej wierzchotka 1 i daje w konsekwencji algorytm o ztozonoéci O(n?). W
jaki sposéb mozna podejscie to przyspieszyc¢?

e Zamiast symulowaé zdarzenia w kolejnosci ich wystapienia, mozna wykonywaé symu-
lacje w odwroéconej kolejnoéci — w ten sposéb operacja usuwania krawedzi z grafu
zostaje zastapiona przez operacje wstawiania krawedzi. Zmiana podejsScia w istotny
sposOb utatwia proces sprawdzania, ktére wierzchotki zostaly dodane do spdjnej sktad-
owej wierzchotka 1.

e Wykorzystujac strukture FAU mozna w prosty sposob reprezentowaé proces taczenia

grup malpek. Cala symulacja wymaga O(n) operacji Find oraz operacji Union, co w
konsekwencji daje poszukiwang ztozonos$é algorytmu.
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10.5.2. Kodowanie permutacji

Oczekiwana zlozonosé czasowa rozwiazania to O(n x log(n)).

Liczba by, reprezentuje liczbe elementéw permutacji ze zbioru {ai,as,...,a;—1} wigk-
szych od elementu ay. Sekwencja nie jest kodem zadnej permutacji, jesli zachodzi
by > k,k € {1,2,...,n}. Jedli sytuacja taka nie zachodzi, to kod permutacji jednoz-
nacznie reprezentuje pewna permutacje. W jaki sposob mozna wyznaczy¢ jej elementy?

Dla danego kodu B permutacji A o liczbie elementéw n istnieje mozliwo$é wyznaczenia
n-tego elementu permutacji — jest on po prostu réwny n — b,. Stosujac te technike
oraz uwzgledniajac juz wykorzystane elementy permutacji, mozna wyznaczaé kolejne
elementy — a,_1,0n_2,...,a1. W jaki sposéb mozna wyszukiwaé¢ k-ty najmniejszy
element w danym zbiorze niewykorzystanych elementéw?

Korzystajac ze struktury danych PosTree, wyznaczanie kolejnych elementéw permu-
tacji oraz aktualizowanie struktury danych mozna wykona¢ w czasie logarytmicznym,
co w sumie daje algorytm o ztozonosci O(n * log(n)).

10.5.3. Marsjanskie mapy

Oczekiwana zlozono$é czasowa rozwiazania to O(n * log(n)).

Wryliczenie sumarycznego obszaru pokrytego przez wszystkie mapy mozna wykonaé sto-
sujac technike zamiatania. Mapy mozna utozsami¢ z prostokatami o bokach rownolegltych
do osi uktadu wspotrzednych. Jedna z metod rozwiazania zadania przetwarza pionowe
krance (poczatki oraz konce) kolejnych map w kolejnosci niemalejacych odcietych. W
kazdym kroku nalezy aktualizowa¢ dlugo$é przekroju w ptaszczyznie y, ktora jest pokry-
ta przez aktywne mapy (takie ktorych lewe konce zostaly juz przetworzone, ale prawe
jeszcze nie) oraz zwigksza¢ odpowiednio warto$é¢ wyniku. W jaki sposéb nalezy prze-
chowywac¢ informacje o aktywnych mapach, aby mozna byto szybko uzyskiwa¢ informa-
cje o wielkosci pokrytego przekroju?

Struktura danych, ktora mozna wykorzystaé jest CoverBTree. Pozwala ona w czasie
logarytmicznym na dodawanie oraz usuwanie kolejnych pionowych krancéw map oraz
wyznaczanie wielkoéci przekroju.

10.5.4. Puste prostopadlosciany

Oczekiwana zlozono$é czasowa rozwiazania to O(n * log(n)).

Poszukiwany w zadaniu prostopadtoscian musi mie¢ najwieksza mozliwa objetos$¢. Pocia-
ga to za soba fakt, iz kazda z jego trzech $cian, ktorych pozycja mozna manewrowac,
musza albo byé umieszczone w odlegtosci 10° od punktu (0,0,0), albo musza zawieraé
jeden z punktéw ze zbioru A. Wyszukiwanie takiego prostopadloscianu mozna usys-
tematyzowaé, zaktadajac przyktadowo, ze jego gérna Sciana (réwnolegla do plaszczyzny
OXY) zawiera kolejne punkty ze zbioru A. Dla kazdego przetwarzanego punktu nalezy
maksymalizowaé¢ powierzchnie podstawy prostopadloscianu tak, aby nie zawieratl on w
swym wnetrzu zadnego punktu ze zbioru A.

Jedli wysoko$é prostopadtoscianu jest ustalona, to wyznaczenie maksymalnej powierzch-
ni podstawy mozna wykona¢ w podobny sposéb — poprzez wybieranie kolejnych punk-
tow lezacych w Scianie prostopadloscianu réwnolegtej do osi OY Z oraz dobieranie
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odpowiedniego punktu dla $ciany réwnolegtej do OX Z. Takie rozwiazanie jednak ma
ztozonosé O(n?).

Na szczedcie istnieje mozliwo$é przyspieszenia sposobu wyznaczania ograniczajacych
punktow. Zauwazmy, ze przy ustalonej wysokosci prostopadloécianu interesujace sa
tylko te punkty, ktére maja mniejsza wysokosé (wspotrzedna z) od wysokosci prostopa-
dloscianu. Wszystkie takie punkty mozna zrzutowaé na plaszczyzne OXY, a nastep-
nie wyznaczaé¢ na tej ptaszczyznie podstawe prostopadlo$cianu, nie zawierajaca zad-
nego ze zrzutowanych punktéw. Punkty interesujace podczas wyznaczania podstawy
reprezentuja ,schodki” prowadzace od punktu na dodatniej pdtosi OY (0, 1000 000)
do punktu na dodatniej pétosi OX (1000000,0). Powierzchnia najwigkszej podstawy
prostopadloscianu jest réwna najwiekszemu iloczynowi wspotrzednej y pewnego punktu
ze wspotrzedna x kolejnego punktu wyznaczajacych ,schodki”. Rozwiazanie takie daje
algorytm o zlozonosci czasowej O(n?).

e Punkty ze zbioru A mozna przetwarza¢ w kolejnoéci niemalejacych wspoétrzednych z.
Dla kolejnego punktu p nalezy ustali¢ wysokos$¢ prostopadloscianu oraz wybraé¢ na-
jwieksza powierzchnie podstawy bazujac na aktualnej zawartosci ,schodkéw”. Nastep-
nie nalezy zaktualizowaé posta¢ schodkéw poprzez dodanie punktu p. Do reprezentacji
schodéw mozna wykorzysta¢ odpowiednio wzbogacona strukture drzewa BST, ktéra
bedzie pozwalata na szybkie wyznaczanie powierzchni podstawy, co daje w konsek-
wencji algorytm o zlozonosci O(n * log(n)).

e Istnieje mozliwo$é rozwigzania tego zadania w zlozonosci O(n * log(n)) bez wyko-
rzystywania wzbogaconych drzew BST — wystarczajace okazuja sie struktury danych
znajdujace sie w bibliotece STL. Algorytm taki jest zaprezentowany w programie
stanowigcym rozwigzanie zadania, znajdujacym sie na dotaczonej ptycie.

10.6. Algorytmy tekstowe

10.6.1. Szablon

e Rozwigzanie zadania mozna zaimplementowaé w zlozonosci czasowej O(n), jednak wystar-
czajaca zlozonosé to O(nx*log(n)). Na temat liniowej implementacji rozwiazania mozna
przeczyta¢ w [OI12].

e Szablon tekstu musi pokrywaé w calodci napis, dla ktorego jest wyznaczany. W szczegdl-
nosci, musi on pasowaé¢ do poczatku, jak i do konca tekstu, co oznacza, ze jest on
zaréwno prefiksem, jak i sufiksem tekstu. W jaki sposéb mozna efektywnie wyznaczy¢
wszystkie prefikso-sufiksy danego tekstu w, celu zweryfikowania czy sa one szablonami
oraz wybrania najkrotszego z nich?

e Doskonala do wyznaczania wszystkich prefikso-sufiksow tekstu jest tablica prefiksowa
wykorzystywana w algorytmie K M P. Dla kazdego wyznaczonego przy jej uzyciu prefikso-
sufiksu (ich wyznaczenie zajmuje czas liniowy), mozna sprawdzi¢ chocby przy uzyciu
algorytmu K M P — ktoére z prefikso-sufiksow sa szablonami tekstu, a nastepnie wybraé
najkrétszy. Takie rozwiazanie jednak ma pesymistyczna ztozonoéé O(n?) — dla tekstu
postaci a™ istnieje O(n) prefikso-sufikséw, a sprawdzenie kazdego z nich zajmuje czas
liniowy. Czy mozna w jaki$ sposéb zredukowaé liczbe sprawdzanych prefikso-sufiksow,
aby poprawi¢ zlozonos¢ rozwiazania?
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e Jedli dla tekstu ¢ istnieja dwa prefikso-sufiksy a oraz b, dla ktérych zachodzi |a| < 2x]b|,
to jesli a jest szablonem dla tekstu ¢, to b réwniez nim jest. Jest tak dlatego, ze b stanowi
wéwcezas szablon a. Korzystajac z tej wtasnosci, podczas sprawdzania kolejnych prefikso-
sufiksow tekstu ¢, mozna wiele z nich pomina¢ — kazdy kolejny sprawdzany tekst bedzie
przynajmniej dwa razy krétszy od poprzedniego, co daje najwyzej O(log(n)) testéw oraz
ztozonosé koncowa O(n * log(n)).

10.6.2. MegaCube

e Zadanie mozna rozwiagza¢ w czasie O(n), gdzie n reprezentuje powierzchnig labiryntu.

e Jesli zwiedzony obszar labiryntu jest prostokatem o jednym z bokéw dlugosci 1, to
rozwiazanie zadania mozna zrealizowa¢ poprzez wyznaczenie wszystkich wystapien wzor-
ca reprezentujacego zwiedzony obszar w tekécie opisujacym labirynt. Czy zawsze mozna
dokona¢ redukcji problemu z zadania do takiej postaci?

e Sposéb redukeji do problemu wyszukiwania wzorca w teksécie moze polegaé¢ na przy-
porzadkowaniu kazdej kolumnie wzorca pewnego identyfikatora oraz skonstruowaniu
nowej reprezentacji labiryntu, w ktorej wystapienia kolumn wzorca zostaly zastapione
ich identyfikatorami. W ten sposéb, wyszukiwanie 2-wymiarowego wzorca w danym
dwuwymiarowym tekscie, zostalo zredukowane do wyszukiwania zwyklego wzorca (skla-
dajacego si¢ z identyfikatoréw kolumn), w zmodyfikowanym tekscie. Jaka metode za-
miany reprezentacji nalezy zastosowaé, aby uzyskaé algorytm liniowy ze wzgledu na
wielko$¢ danych wejsciowych?

e Wykorzystujac algorytm wyszukiwania wielu wzorcéw w tekscie (struktura MKMP), faze
redukeji mozna wykonaé¢ w czasie liniowym. Kolejne kolumny wzorca stanowia wyszuki-
wane wzorce w tekscie reprezentowanym przez labirynt.

10.6.3. Palindromy

e Zadanie mozna rozwiaza¢ w ztozonosci O(n?), gdzie n reprezentuje diugosé przetwarza-
> Y
nego tekstu.

e Zadanie mozna rozwiazac¢, sprowadzajac je do problemu grafowego. Kazdy prefiks tek-
stu ¢ mozna reprezentowaé¢ poprzez wierzchotek w grafie. KrawedZz miedzy dwoma
wierzchotkami t; oraz tj; istnieje wtedy, gdy podstowo [t;41...tx] jest palindromem
parzystym. Krawedzie w grafie mozna wyznaczaé, stosujac algorytm do wyliczania
promieni palindroméw w tekscie (ze wzgledu na koncowa zlozonosé calego algoryt-
mu, nie musi to byé¢ algorytm dzialajacy w czasie liniowym). Kazdy rozklad stowa ¢
na palindromy parzyste ma swéj odpowiednik w grafie jako Sciezka zaczynajaca sie w
wierzchotku tg = € i konczaca sie w ¢, = t.

e Rozklad na minimalng liczbe palindroméw odpowiada najkrotszej Sciezce miedzy wierz-
chotkiem t( a t,,, natomiast maksymalny rozklad na palindromy — najdtuzszej. W celu
wyznaczenia tych Sciezek nie jest konieczne jawne konstruowanie grafu — wystarczy
zastosowaé¢ programowanie dynamiczne, polegajace na wyznaczaniu dla kolejnych pre-
fikséw t najkrétszej oraz najdtuzszej Sciezki o poczatku w tg.

281



10.6.4. Punkty

Zadanie mozna rozwiaza¢ w ztozonosci O(n * k * log(k)).

Na wstepnie zakladamy, ze porownywane zbiory punktow sa tej samej mocy — jest
to bowiem warunek konieczny, aby zbiory punktéw byly podobne. Zgodnie z tres-
cia zadania, dwa zbiory punktéw sa do siebie podobne, jesli mozna uzyskaé jeden z
drugiego poprzez wykonanie serii operacji: obrotéw, przesunieé¢, symetrii osiowych i
jednoktadnosci. Sprawdzenie podobienstwa dwoch zbioréw punktéw moze polegaé na
prébie wykonania serii przeksztalcen jednego ze zbioréw, majacych na celu uzyskanie
drugiego zbioru. W jaki spos6b mozna zrealizowaé to zadanie?

Operacje, jakie mozna wykonywaé na zbiorze punktéw sa przemienne w tym sensie, ze
jesli zbior A mozemy przeksztalcié na zbior B, przy uzyciu sekwencji przeksztalcen
l1,12,13,..., to istnieje rowniez sekwencja przeksztalcen ki, ko, ks, ..., takich, ze na
poczatku wykonywane sa tylko obroty, nastepnie przesuniecia, symetrie osiowe a na
koncu jednokladnosci. W jaki spos6b mozna skonstruowaé (o ile istnieje) ciag takich
przeksztatcen?

Wyeliminowanie operacji przesuniecia mozna dokonaé poprzez wyznaczenie dla obu
zbioréow ich srodkéw ciezkosci, a nastepnie zrealizowaé takie przesuniecie, aby srodki
te znalazly sie w punkcie (0,0). Takie podejécie powoduje, ze nie zachodzi potrze-
ba wykonywania innych symetrii osiowych niz o $rodku w punkcie (0,0). Pdzniejsze
wykonywanie obrotéw, jednoktadnosci oraz symetrii osiowych o §rodku w punkcie (0, 0)
nie zmienia potozenia Srodka ciezkosci zbioru punktéw, zatem znika potrzeba dalszego
wykonywania operacji przesunie¢. W jaki sposéb wyeliminowaé¢ kolejne operacje?

Eliminacja jednokladnosci moze zosta¢ wykonana poprzez odpowiednie przeskalowanie
obu zbioréw punktéw wzgledem punktu (0, 0) tak, aby ich wielkosci byly réwne (wielkosé
mozemy rozumieé jako odleglosé najdalszego punktu od (0,0)). Po wykonaniu takiego
przeskalowania, operacje obrotéw oraz symetrii osiowych nie powoduja zmiany wielkosci
zbioru.

Przy zalozeniu, ze nie musimy wykonywaé symetrii osiowej, sprawdzenie, czy dwa zbiory
punktow sa identyczne z doktadnoscia do obrotu, mozna wykonaé sortujac oba zbio-
ry punktéw po katach oraz wyznaczajac dla posortowanych sekwencji punktow ich
reprezentacje tekstowe (przykladowo poprzed zastapienie kazdego punktu parg liczb
odleglo$¢ od punktu (0,0) oraz odleglo$é od poprzedniego punktu w sekwencji). Dwa
zbiory punktéw sa identyczne, jesli wyznaczone obwddki sa réwnowazne cyklicznie.
Problem symetrii osiowej mozna tatwo wyeliminowaé, zamieniajac kolejnosé jednej z
obwodek oraz sprawdzajac po raz kolejny réwnowazno$é cykliczna.

10.7. Algebra liniowa

10.7.1. Taniec

Zadanie mozna rozwigzaé w czasie O((x * y)?3).

Nastapienie na kazde pole szachownicy powoduje zmian¢ stanu Swiecenia tego pola
oraz pol sasiednich, dwukrotne nastapienie na to samo pole przywraca poprzedni stan
podéwietlenia, zatem na kazde pole szachownicy optaca sie nastapi¢ co najwyzej raz.
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Oznacza to, ze rozwiazanie zadania sprowadza sie do wyznaczenia, dla kazdego pola,
czy nalezy na nie nastapic.

e Stan podéwietlenia kazdego pola jest rowniez ,binarny” — zapalone badz nie. Mozna sie
zatem pokusi¢ o sprowadzenie zadania do rozwiazania odpowiedniego uktadu réwnan
w ciele Zs. Jak powinien wygladaé¢ taki uktad réwnan?

e 7 kazdym polem szachownicy nalezy zwiaza¢ niewiadoma, ktéra przyjmuje wartosé 0,
jesli na pole nie nalezy nastapi¢ oraz warto$¢ 1 w przeciwnym razie. Takie podejscie
daje = *y niewiadomych. Podobnie, dla kazdego pola, nalezy stworzy¢ réwnanie postaci
r4+x1+ ...+ 1) = ¢, gdzie x1,x2, ..., 2 sa niewiadomymi reprezentujacymi sasiednie
pola z, natomiast ¢ réwna jest 1, jedli pole = nie jest na poczatku zapalone, a 0 w
przeciwnym przypadku. Powstaje w ten sposéb uktad z*y réwnan z x*y niewiadomymi,
ktory mozna rozwiazaé przy pomocy funkcji GaussZ2.

10.7.2. Sejf

e Zadanie mozna rozwiazaé w czasie O(n?).

e Idea rozwiazania tego zadania jest bardzo zblizona do poprzedniego zadania Taniec. Je-
dyna réznica polega na tym, ze wartosci wszystkich wspétczynnikéw oraz niewiadomych
sa z przedziatu {0,1,p — 1}, a nie jak poprzednio {0, 1}.

10.7.3. Szalony malarz

e Zadanie mozna rozwiazaé przy uzyciu programowania liniowego.

e Kazdemu mozliwemu krokowi mozna przypisa¢ niewiadoma x;, ¢ € {1,2,...,k}, ktora
bedzie przyjmowata wartos¢ 1, jesli krok ten jest wykonywany oraz wartosé¢ 0, w prze-
ciwnym przypadku. Kazdej niewiadomej x; mozna przypisaé wage a;, rowna czasowi
wykonania odpowiedniego ruchu malowania obrazu. Wyznaczenie listy ruchéw pozwalajacych
na pomalowanie obrazu w najkrotszym mozliwym czasie, jest réwnowazne zminimali-
zowaniu wartosdci funkcji aj *x1 +ag*xo+. ..+ ap*xr. W jaki sposéb mozna wyznaczy¢
mozliwe ruchy malowania oraz jak zapewnié, ze kazdy obszar obrazu zostanie poma-
lowany?

e Jesli w optymalnym malowaniu obrazu wykonywany jest ruch pionowy badZ poziomy,
ktory nie pokrywa wszystkich sasiadujacych poél obrazu o tym samym kolorze, to ruch
taki mozna wydluzy¢ nie zmieniajac jednoczes$nie czasu malowania obrazu. Zatem liczba
réznych ruchéw ktore moga wystepowaé w optymalnym malowaniu obrazu jest ogranic-
zona przez 3xm#*n. Wszystkie te ruchy nalezy uwzgledni¢ w warunkach dla programowa-
nia liniowego.

e W celu zapewnienia aby kazdy cal kwadratowy obrazu zostal pomalowany, nalezy dla
kazdego z nich sformutowaé¢ warunek moéwiacy, ze suma zmiennych reprezentujacych
ruchy malowania obrazu, ktore zawieraja ten obszar, jest nie mniejsza od 1. Ze wzgledu
na charakter wszystkich skonstruowanych w ten sposéb warunkéw, wartosci wyznac-
zonych zmiennych przez programowanie liniowe beda nalezeé¢ do zbioru {0,1}. O innych
sposobach stosowania programowania liniowego mozna przeczyta¢ w [PCCJ. Po anal-
izie tej lektury, wykazanie poprawnosci przedstawionego rozwiazania powinno by¢ juz
bardzo proste.
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Dodatek A
Naglowki Eryka Kopczynskiego

Listing A.1: Nagtowki Eryka Kopczynskiego na konkurs TopCoder

001 #include <algorithm>

002 #include <string>

003 #include <vector>

004 #include <ctype.h>

005 #include <math.h>

006 #include <iostream>

007 #include <set>

008 #include <map>

009 #include <complex>

010 #include <sstream>

011

012 using namespace std;

013

014 typedef long long 11;

015 typedef long double 14d;

016 typedef vector<int> vi;

017 typedef vector<int> vll;

018 typedef vector<string> vs;

019 typedef complex<11l> cll;

020 typedef complex<1ld> cld;

021 #define Size(x) (int(x.size()))

022 #define LET (k,val) typeof(val) k = (val)

023 #define CLC(act,val) (*({act; static typeof(val) CLCR; CLCR = (val); &CLCR;}))
024 #define FOR(k,a,b) for(typeof(a) k=(a); k < (b); ++k)

025 #define FORREV (k,a,b) for(typeof(b) k=(b); (a) <= (——k);)

026 #define FIRST (k,a,b,cond) CLC(LET(k, a); for(; k < (b); ++k) if(cond) break, k)
027 #define LAST (k,a,b,con) CLC(LET(k, b); while((a) <= (——k)) if(con) break, k)
028 #define EXISTS(k,a,b,cond) (FIRST(k,a,b,cond) < (b))

029 #define FORALL(k,a,b,cond) ('EXISTS(k,a,b,!(cond)))

030 #define FOLDO(k,a,b,init,act) CLC(LET(k, a); LET(R##ZX, init); \
031 for(; k < (b); ++k) {act;}, R#i#k)

032 #define SUMTO(k,a,b,init,x) FOLDO(k,a,b,init, R##k += (x))

033 #define SUM(k,a,b,x) SUMTO(k,a,b,(typeof(x)) (0), x)

034 #define PRODTO (k,a,b,init,x) FOLDO(k,a,b,init,R##k *= (x))
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Listing A.1: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

035 #define PROD (k,a,b,x) PRODTO(k,a,b,(typeof(x)) (1), x)

036 #define MAXTO(k,a,b,init,x) FOLDO(k,a,b,init, R##k >?= (x))
037 #define MINTO (k,a,b,init,x) FOLDO(k,a,b,init, R##k <?= (x))

038 #define QXOR(k,a,b,x) FOLDO(k,a,b,(typeof(x)) (0), R##k A= x)
039 #define QAND (k,a,b,x) FOLDO(k,a,b,(typeof(x)) (-1), R#+#k &= x)
040 #define QOR(k,a,b,x) FOLDO(k,a,b,(typeof(x)) (-1), R##k —= x)
041 #define FOLD1(k,a,b,init,act) CLC(LET (k, a); LET(R##ZXk, init); \
042 for(++k; k < (b); ++k) act, R##k)

043 #define MAX(k,a,b,x) FOLD1(k,a,b,x, R#+#k >7= (x))

044 #define MIN (k,a,b,x) FOLD1(k,a,b,x, R##k <?= (x))

045 #define FIRSTMIN (k,a,b,x) (MIN(k,a,b,make_pair(x,k)).second)
046 #define INF 1000000000

047

048 int tcize(int n) {return n<INF ? n : -1;}

049

050 vi parsevi(string s) {

051 s=s+ " "

052 int q = 0;

053 vi res;

054  FOR(1,0, Size(s)) {

055 if(s[1] == > ’) { res.pushback(q); q = 0;}
056 else { q = q * 10 + s[1] - °0’; }

057 }

058 return res;

059 }

060

061 vs parsevs(string s) {

062 s=s+ " "

063 string q = "";
064 Vs res;
065  FOR(1,0, Size(s)) {

066 if(s[1] == > ’) { res.pushback(q); q = "";}
067 else { q += s[1]; }

068 }

069 return res;

070 }

071

072 #define MKey(x) \

073  typedef typeof (memo) tmemo; tmemo::key_type key = (x); \

074  if(memo.find(key) != memo.end()) return memo [key]

075

076 #define MRet(y) return (memolkey] = y)

077

078 template <class T> T operator | (complex<T> x, complex<T> y) {
079  return (x*conj(y)).real();

080 }

081

082 template <class T> T operator A (complex<T> x, complex<T> y) {
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Listing A.1: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

083  return (x*conj(y)).imagQ);

084 }

085

086 int bitc(1ll r) {returnr == 0 ? 0 : (bitc(r>>1) + (x&1));}

087

088 11 ged(1l x, 11 y) {return x ? gcd(y%x,x) : y;}

089

090 template<class T> T& operator >7= (T& x, T y) {if(y>x) x=y; return x;}
091 template<class T> T& operator <?7= (T& x, T y) {if(y<x) x=y; return x;}
092 template<class T> T operator >? (T x, T y) {return x>y?x:y;}

093 template<class T> T operator <? (T x, T y) {return x<y?x:y;}

094

095 #define Pa(xy) ((xy).first)

096 #define Ir(xy) ((xy).second)

097

098 string cts(char ¢) {string s=""; s+=c; return s;}

099

100 template<class T> ostream& operator<< (ostream& os, const vector<T>& v) {
101 os << "{";

102 for (LET (k,v.begin()); k != v.end(); ++k) {os << (¥k); os << ",";}
103 os << "}

104 return os;

105 }

106

107 template<class T, class U> ostream& operator<< (ostream& os, const pair<T,U>&
p) {

108  return os << "(" << p.first << "," << p.second << ")";

109 }

110

111 template<class T> ostream& operator<< (ostream& os, const set<T>& v) {
112 os << "{";

113 for (LET (k,v.begin()); k != v.end(); ++k) {os << (¥k); os << ",";}
114 os << "}";

115 return os;

116 }

117

118 #ifdef floyd

119 FOR(k,0,100) FOR(i,0,100) FOR(j,0,100) wO[i][j] <?= wO[i] [k] + wO[k][j];
120 #endif

121

122 #define BINFIRST (k,a,b,cond) \

123 cLC( \

124 LET (k##mIn, a); LET (k##mAx, b); \

125 while (k##mIn != k##mAx) { \

126 LET (k, (k##mIn+k##mAx)>>1); \

127 if(cond) k##mAx = k; \

128 else k##mIn = k+1; \

129 }, \
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Listing A.1: (c.d. listingu z poprzedniej strony)

130 k##mIn \
131)
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Dodatek B

Sposoby na sukces w zawodach

W pazdzierniku 2004 roku, po eliminacjach do zawodéw druzynowych ACM ICPC na Uni-
wersytecie Warszawskim, nastapily istotne zmiany w sktadzie druzyn zwiazane, w gtéwnym
stopniu, z odejsciem zawodnikéw z lat ubieglych. Z uwagi na odnoszone sukcesy poprzed-
nikéw, prof. Krzysztof Diks zwroécit sie do nich z prosba o udzielenie mtodszym kolegom
wskazowek zwigzanych ze strategia uczestnictwa i osiggania dobrych wynikéw w konkursach.
W omawianym dodatku zostaly zebrane wskazéwki oraz dobre rady udzielone przez Tomka
Czajke, Andrzeja Gasienice-Samka, Tomasza Malesinskiego, Krzysztofa Onaka oraz Marcina
Stefaniaka. Zgromadzone uwagi i sugestie dotycza przede wszystkim konkurséw zespotowych
takich jak ACM ICPC, ale wiele z nich jest tak samo pozytecznych w przypadku innych
konkursow. Bez watpienia, beda one przydatne dla wielu nie tylko poczatkujacych zawod-
nikéw. Oto co moéwia laureaci konkursow informatycznych:

Tomasz Czajka, trzykrotny zwyciezca w konkursie organizowanym przez TopCoder,
mistrz Swiata w Programowaniu Zespotowym 2003.

e Nalezy trenowaé¢ indywidualnie na http://acm.uva.es/. To najwazniejsze.
e Startowaé¢ wspoélnie z kolegami z druzyny w konkursach na http://acm.uva.es/contest/

e Co$”, co zmienilo nasza druzyne nie do poznania: Osoba, ktéra zrobita najmniej zadan
w konkursie, stawiata pozostalym obiad. Jest to banalne ale bardzo wazne, gdyz bez
tego nie ma szans traktowaé¢ konkursu powaznie i z pelna koncentracja. Zrobione zada-
nia trzeba liczyé¢ tak jak strzelone bramki w pilce noznej. Inaczej nikt nie wezmie na
siebie odpowiedzialno$ci robienia trudnego zadania, liczac na innych. Dopuszczalna jest
nawet sytuacja, gdzie dwie osoby konkuruja nad zrobieniem tego samego, przewaznie
ostatniego zadania konkursowego. Zdarzalo si¢ to nam nie raz i zawsze miato pozytywne

skutki.

e Organizowa¢ sobie symulowane konkursy z zadaniami z bylych ACM-6w (zadania i
testy mozna znalezé na stronie hitp://icpc.baylor.edu/). Nalezy zrobié sobie skrypt

do testowania rozwiazan, ktéry odpowiada 'OK’, "Zta odpowiedz’ ... Po zakonczeniu
treningu nalezy przeprowadzi¢ poréwnanie do innych druzyn, ktére w danym konkursie
startowaly.

e Zasada stawiania obiadéw odnosi si¢ rowniez do treningdw.

e Nalezy omawiaé w obrebie zespotu rézne strategie, modyfikowaé je zaleznie od doswiad-
czen. Mozliwe sa rézne podejscia, ale generalnie najlepsza jest strategia — dzielimy
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sie losowo zadaniami, kazdy rozwiazuje jedno na kartce, implementuje na komputerze,
wysyla, rozwiazuje nastepne, implementuje i tak dalej. Ewentualnie mozna odktadaé
zadania, ktore sa rodzaju niezbyt lubianego przez siebie, na specjalnie wydzielony
,wspolny stosik zadan na pdzniej”.

e Nalezy ,wywala¢” zaakceptowane zadania pod st6t i zapominaé o nich do konca konkur-
Su.

e Nalezy pisa¢ cale rozwiazania zadan na kartce. Komputera powinno uzywacé sie tylko
do wpisania gotowego rozwiazania i sprawdzenia czy dziala. Jesli dziala — wysytamy,
jak nie dziata — drukujemy i zwalniamy komputer. Jesli sprawdzanie rozwiazania na
serwerze trwa zbyt dlugo, to w razie czego nalezy wydrukowaé¢ program, aby o ile okaze
sie, ze rozwiazanie jest zlte, nie blokowa¢ ponownie komputera

e Podczas szukania bledu w rozwiazaniu, czytamy caly wydruk linijka po linijce, zaz-
naczajac wszystkie znalezione btedy. Po 30 - 60 minutach program na kartce powinien
by¢ bezbledny. Siadamy wtedy do komputera i poprawiamy bledy. Jesli okaze sie, ze
program dalej nie dziata, to znowu drukujemy i zwalniamy komputer.

e Nie wolno réwnoczesnie zajmowaé¢ komputera i mysleé. Jesli okaze si¢ (nie powinno), ze
zaczelidmy wpisywaé program i nie do konica wiemy co dalej, to drukujemy, zwalniamy
komputer, dopracowujemy szczegdlty na kartce i czekamy na swoja kolejke dostepu do
komputera w celu zaimplementowania brakujacej czesci.

e Nie wolno debugowaé przy komputerze. Zle dzialajacy program trzeba czytaé¢ na wydruku
do skutku, to znaczy do znalezienia bledu. Do tego trzeba si¢ przyzwyczaié.

Ewentualny wyjatek: w pewnym momencie pod koniec konkursu mozemy podjaé¢ de-
cyzje, ze pracujemy juz tylko nad jednym zadaniem. Inne definitywnie odktadamy.
Dopiero wtedy mozna debugowaé. Zostawia sie komputer piszacemu rozwiazanie do
pelnej dyspozycji, reszta druzyny idzie np. na cole, zeby mu nie przeszkadzac.

e Nikt nie jest przyzwyczajony do konkursowego trybu pracy, dlatego potrzebny jest
wspolny udzial w treningach.

e Po konkursie nalezy analizowaé¢ jakie byly bledy strategiczne — w szczegdlnosci czy
ktos marnowal duzo czasu czekajac na komputer.

Andrzej Gasienica-Samek, Mistrz Swiata w Programowaniu Zespolowym 2003

e Zasadniczym kryterium na dobra druzyne jest zebranie trzech zawodnikow i rozdzielenie
pomiedzy nich zadania do rozwiazania na samym poczatku zawoddéw (przyktadowo
pierwsza osoba otrzymuje zadania A, D, G, druga B, E, H a trzecia C, F) — kazdy z
nich stara sie rozwiazaé¢ swoje zadania jak najszybciej.

e Dobrym pomystem jest napisanie programu najpierw na kartce. Dopiero gdy rozwiazanie
zadania jest juz w pelni gotowe, rozpoczyna si¢ prace na komputerze.

e Nie jest mozliwe wygra¢ zawody, jesli ktorys z czlonkéw druzyny nie jest w stanie
rozwiaza¢ samodzielnie 1-2 zadan.

e Komunikacja miedzy cztonkami druzyny musi by¢ bardzo efektywna. Zawodnicy powin-
ni zna¢ sie na tyle dobrze, aby w momencie napotkania na problem szybko ustali¢
kogo powinni zapyta¢ o rad¢ oraz by¢ w stanie niezwlocznie przedstawi¢ powstaly
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problem. Bezcelowe jest zadawanie pytan, ktore doprowadza do wciagniecia kolegi w
dtuzsza dyskusje — w takiej sytuacji czesto sensowniejsze jest po prostu przekazanie
rozwiazywanego zadania komus innemu.

e Wygrywa ten kto ma najwigkszy ,ciag na bramke”. Wysoki poziom techniczny jest
warunkiem koniecznym, ale nie wystarczajacym. Zmagania miedzy druzynami Uniwer-
sytetu Warszawskiego w latach 2002-2003 — Hawks i Eagles, nie toczyly si¢ na poziomie
technicznym, bo ten byl staly.

e Liczy sie zespol i tylko w przypadku pracy catego zespotu mozna wygraé¢. Niezaleznie od
poziomu technicznego indywidualnych zawodnikéw, brak pracy dowolnego zawodnika
uniemozliwia zwyciestwo.

e Strategia: na poczatku zadania dzielone sg migdzy zawodnikéw alfabetycznie. Potem
kazdy robi swoje, a gdy zrobi wszystkie, bierze nierozpoczete zadanie od kolegi. Tylko w
bardzo wyjatkowych sytuacjach mozna wymienia¢ zadania. Zadania sg na tyle proste,
ze praktycznie nie ma specjalistéw od okreslonej dziedziny — kazdy moze zrobié¢ kazde
zadanie.

e Kazdy powinien niezaleznie realizowa¢ swoje zadania od A do Z — tylko to buduje
odpowiedzialnos¢ za zadania.

e Po kazdym treningu nalezy policzy¢ ile zadan kto rozwiazat. Bardzo dobrym pomystem
jest, aby osoba, ktora zrobita najmniejsza liczbe zadan stawiata kazdorazowo obiad. W
przypadku, gdy ktéremus z zawodnikéw to nie odpowiada, gdyz ,,on zawsze, w takim
uktadzie, bedzie stawial obiad”, to lepiej wymieni¢ takiego zawodnika na dowolnego
bardziej zmotywowanego.

e Pojecie kapitana zespohu jest bez sensu. Trzyosobowy zesp6t powinien rozumieé sie bez
stow. Jesli tak nie jest, to nie ma szans na zwycigstwo.

e Regularne treningi sa bardzo potrzebne. Jedli kto$ nie ma na nie czasu lub ochoty, to
lepiej go wymienic.

e Nalezy wyznacza¢ sobie wysokie cele. Jesli komu$ zalezy tylko na pokonaniu innych
druzyn z uczelni, to jest to za malo. Jedyny sensowny cel to zwycigstwo w calym
konkursie. Mniej ambitne cele tatwiej sie realizuje, ale niewiele sie dzieki temu osiaga.
Niech kazdy pomyéli sobie jaki jest jego cel, gdyz mam wrazenie, ze dla wiekszosci
druzyn byl nim sam wyjazd na finaly.

Tomasz Malesinski, brazowy medalista Mistrzostw Swiata w Programowaniu Zespolowym

2004

e Treningi nie powinny by¢ smutnym obowiazkiem. Po kazdym treningu, niezaleznie od
jego wynikow, druzyna jest lepsza, bardziej zgrana i blizsza celu. W czasie treningéw
sprawdza sie¢ przydatnos¢ wskazowek starszych kolegdéw i dopracowuje strategie.

e Wazna jest motywacja, wiara we wlasne sity i uparte dazenie do celu. W finatach tatwo
jest pokonaé kilkadziesiat druzyn, ale prawdziwa gra toczy si¢ miedzy kilkunastoma
najlepszymi. Mozna z nimi wygraé, ale nie przyjdzie to tatwo.

e Komunikacje nalezy ograniczy¢ do minimum. Na poczatku konkursu nalezy podzieli¢
sie réwno zadaniami, kazdy czlonek druzyny zapoznaje sie ze swoimi i rozwiazuje je
sam w kolejnosci od najtatwiejszego do najtrudniejszego.
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Nie nalezy myéle¢ nad rozwiazaniem zadania zanim go sie doktadnie nie zrozumie.
Nie powinno si¢ takze pisa¢ kodu, dopdki nie ma pewnosci co do metody rozwiazania
zadania. Nie wysyta sie tez rozwiazania, bez upewnienia si¢, ze jest poprawne. Nalezy
pracowaé¢ samodzielnie, nie przeszkadzajac innym. Zadanie moze by¢ odlozone tylko
wowcezas, gdy stwarza duze problemy i czas pozwala na rozpoczecie innego od nowa.

Jedli komputer jest zajety, kod nalezy pisaé¢ na kartce. Gdy przepisuje sie kod do kom-
putera, nalezy jeszcze raz dokladnie przeczytaé, aby nie bylo pomylek (przy okazji
poprawic).

W przypadku, gdy program nie dziala, nalezy zwolnié¢ klawiature i szuka¢ dalej btedow
na wydruku. Debugujac przy komputerze nalezy sprobowaé¢ wypisa¢ wyniki czesciowe
dziatania programu. Zwykle jest to skuteczniejsze od wykonywania programu krok po
kroku, a dodatkowo mozna te wyniki wydrukowac i przeanalizowaé¢ nie zajmujac kom-
putera.

Kilka gotowcéw warto mieé, ale tak naprawde, to rzadko sie one przydaja. Licza sie
umiejetnosci. Gotowce tylko je uzupelniaja.

Pod koniec konkursu zasady nieco si¢ zmieniaja. Nalezy oceni¢, ktére zadania moz-
na jeszcze dokonczy¢ i wéwezas pracuje sie razem. Kazdy zawodnik zapoznaje sie z
trescia zadania, otrzymujac wydruk biezacej wersji programu. Mozna wtedy wysylaé
rozwiazania, nawet gdy sa pewne watpliwosci, co do ich poprawnoéci, tylko trzeba mieé¢
Swiadomos¢, ze desperackie proby zaliczenia zadania rzadko skutkuja.

Trzeba umieé sobie radzi¢ z btedami. Blad staje sie grozny dopiero wtedy, gdy powoduje
rezygnacje z dalszej walki.

Nie nalezy zapominaé¢ o odpoczynku. Chwila relaksu utatwia spojrzenie na problem z
innej strony i zazwyczaj pozwala na znalezienie jakiego$ rozwiazania.

Krzysztof Onak, Mistrz Swiata w Programowaniu Zespolowym 2003

Kazdy zawodnik w grupie musi dawaé z siebie jak najwiecej, nie liczac na pozostaltych
i walczy¢ tak, jakby wszystko zalezalo wytacznie od niego.

Nie nalezy baé sie odpowiedzialnosci. Jezeli zadanie jest proste, nalezy je rozwiazaé, nie
czekajac na innych.

Zadanie, ktére sie zaczyna nalezy dociagna¢ do konica, ale tez trzeba mie¢ odwage
zrezygnowaé, gdy naprawde nie wychodzi.

Nalezy nauczyé¢ sie debugowaé na kartce. W ten sposdb oszczedza sie czas, a ponad-
to czytajac program na papierze, czesto wychwytuje sie bledy, ktoére byloby trudno
zdebugowac.

Jezeli cos$ nie dziala, to przede wszystkim nalezy zakladaé, ze btad tkwi po stronie za-
wodnika, a nie po stronie jury. Wéwczas tatwiej zmobilizowaé si¢ do wigkszego wysitku.

Nie nalezy dyskutowac¢ za wiele w czasie konkursu. Warto skoncentrowaé sie wylacznie
na swoim zadaniu.

Na poczatku konkursu najlepiej losowo podzielié¢ sie zadaniami i kazdy rozwiazuje swoje.
Oczywidcie zadaniami mozna si¢ wymienia¢. W koncéwce odrzuécie zadania, co do
ktorych wiecie, ze ich nie zrobicie i by¢ moze wtedy rozwiazujcie wspolnie jakie$ zadanie.
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e Musicie nabra¢ pewno$ci siebie i wiedzie¢, ze mozecie na sobie polega¢. Musicie dobrze
czud sie w zespole.

e Nie ufajcie do konca tym zasadom. Znajdzcie cos, co jest dobre w przypadku Waszego
zespotu.

Marcin Stefaniak, srebrny medalista Mistrzostw Swiata w Programowaniu Zespolowym
2001

e Nie uzywaj debuggera. Jesli co$ nie dziata, nalezy patrzeé¢ na wydruk programu, az
dostapi sie oswiecenia. Drukuj zadanie za kazdym razem, gdy jest wysytane do oceny,
nawet jesli okaze sie, ze rozwiazanie bylo poprawne, to papier przyda sie do czegos
innego.

e Badzcie biegli w tym, jak dziala Wejscie/Wyjscie w jezykach konkursu (dokladnie w
tej wersji kompilatora jaka bedzie uzywana), jak efektywnie (wazne dla duzych wejsé
i wyjsé), jakie ma bledy i nietypowe cechy. Jest to w gruncie rzeczy jedyna bibliote-
ka typowo informatyczna (czyli zasadniczo niedoskonala i niepewna) z ktérej musicie
korzystaé.

e Zabierzcie na zawody papier w kratke, papier w heksy juz wyszed! z mody.

e Po zaliczonym zadaniu, przybijajcie sobie dlonie, najlepiej hatasujac na tyle glosno, aby
zdeprymowaé druzyny w poblizu.

e Nie patrzcie na ranking! To zazwyczaj przynosi pecha.

e Pamietajcie, ze aby wygrac finaly, nalezy wpierw wygrac¢ konkurs regionalny. Nie méwiac
juz o zawodach ogdlnopolskich.

e Wypracujcie wlasny, efektywny styl pracy i podzial zadan. Nie dajcie sobie narzucié
czegos$ z zewnatrz; kazda druzyna jest inna i nie ma tu jednakowej recepty. Nie wszyscy
przeciez musza lubi¢ np. geometrie obliczeniowa.

e Zdarza sie ze zadania maja nieprawidlowe testy i tre$ci. Zdarza sie, ze komputery
nawalaja. Mimo to walczcie! Moze to wlasnie wam dopisze szczeScie i jeszcze na tym
skorzystacie.

e Nie musicie zrobi¢ wszystkich zadan, wystarczy wigcej niz inni.
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Dodatek C

Zbiér zadan na programowanie

dynamiczne

H Literatura H
[ASD] - 1.8.2
[WDA] - 16
Cwiczenia
H Proste Srednie Trudne

acm.uva.es - zadanie 348
acm.uva.es - zadanie 674
acm.uva.es - zadanie 10003
acm.uva.es - zadanie 10081
acm.uva.es - zadanie 10131
acm.uva.es - zadanie 10198
acm.uva.es - zadanie 10259
acm.uva.es - zadanie 10271
acm.uva.es - zadanie 10304
acm.uva.es - zadanie 10482
acm.uva.es - zadanie 10529
acm.uva.es - zadanie 10811
spoj.sphere.pl - zadanie 346
spoj.sphere.pl - zadanie 365
spoj.sphere.pl - zadanie 394
spoj.sphere.pl - zadanie 402
acm.sgu.ru - zadanie 104

acm.uva.es - zadanie 531
acm.uva.es - zadanie 562
acm.uva.es - zadanie 10069
acm.uva.es - zadanie 10201
acm.uva.es - zadanie 10280
acm.uva.es - zadanie 10296
acm.uva.es - zadanie 10400
acm.uva.es - zadanie 10405
acm.uva.es - zadanie 10549
acm.uva.es - zadanie 10558
acm.uva.es - zadanie 10930
spoj.sphere.pl - zadanie 292
spoj.sphere.pl - zadanie 338
spoj.sphere.pl - zadanie 345
spoj.sphere.pl - zadanie 348
spoj.sphere.pl - zadanie 364
acm.sgu.ru - zadanie 183
acm.sgu.ru - zadanie 269
acm.sgu.ru - zadanie 304

acm.uva.es - zadanie 116
acm.uva.es - zadanie 147
acm.uva.es - zadanie 357
acm.uva.es - zadanie 366
acm.uva.es - zadanie 711
acm.uva.es - zadanie 10032
acm.uva.es - zadanie 10154
acm.uva.es - zadanie 10157
acm.uva.es - zadanie 10261
spoj.sphere.pl - zadanie 350
spoj.sphere.pl - zadanie 366
spoj.sphere.pl - zadanie 388
acm.sgu.ru - zadanie 132
acm.sgu.ru - zadanie 278
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Dodatek D

Zbiér zadan na programowanie
zachltanne

H Literatura H
[ASD] - 1.8.3
[WDA] - 17
Cwiczenia
H Proste Srednie Trudne

acm.uva.es - zadanie 120
acm.uva.es - zadanie 10020
acm.uva.es - zadanie 10249
acm.uva.es - zadanie 10440
acm.uva.es - zadanie 10821
acm.uva.es - zadanie 10954
acm.uva.es - zadanie 10965
spoj.sphere.pl - zadanie 661

acm.uva.es - zadanie 10461
acm.uva.es - zadanie 10563
acm.uva.es - zadanie 10716
acm.uva.es - zadanie 10720
acm.uva.es - zadanie 10785
acm.uva.es - zadanie 10982
spoj.sphere.pl - zadanie 247
acm.sgu.ru - zadanie 259

acm.uva.es - zadanie 410
acm.uva.es - zadanie 714
acm.uva.es - zadanie 10382
acm.uva.es - zadanie 10665
acm.uva.es - zadanie 11006
spoj.sphere.pl - zadanie 417
acm.sgu.ru - zadanie 257
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Skorowidz

Sciezka, 12 AVL, 174
Fulera, 46 czarno-czerwone, 174
naprzemienna, 75 dynamicznie alokowane, 175, 185
powigkszajaca, 62, 66 licznikowe, 175, 178
zrodto przeptywu, 66 maksiméw, 174, 175
pokryciowe, 175, 183
acyklicznosé, 37 pozycyine, 175, 180
algorytm randomizowane, 175, 195
Aho-Corasick, 208 statyczne, 174
AKS, 150 wzbogacane, 175, 191
Bellmana-Forda, 59 sréwnowazone. 174
Dijkstry, 55 drzewo ’
Dinica, 62 najkrétszych Sciezek, 55
Duvala, 224

poszukiwan binarnych, 173
przeszukiwan w glab, 21
rozpinajace, 52
minimalne, 52
dwumian Newtona, 135
dwuspdjna sktadowa, 40

Euklidesa, 137

Grahama, 113
Hopcrofta-Karpa, 77
Knutha-Morrisa-Pratta, 203
Kruskala, 52

Manachera, 214 dzielnik, 137

Millera-Rabina, 150

Prima, 52 eliminacja Gaussa, 231

rozszerzony Euklidesa, 137

sita, 146 funkcja

sympleks, 238 Ackermana, 170

arytmetyka preﬁksowa, 206, 208

modularna, 135, 231

wielkich liczb geometria obliczeniowa, 85
catkowitych, 161 graf, 11

acykliczny, 33, 37
dwudzielny, 72
indukowany, 12
nieskierowany, 11

naturalnych, 152
test pierwszosci, 165
wymiernych, 162

BFS, 16 reprezentacja, 12
btedy zaokraglen, 85 silnie sp6jny, 27
skierowany, 11

cykl, 12

Fulera, 46 iloczyn wektorowy, 88

prosty, 12

kongruencja, 142

DFS, 21 koto
drzewa reprezentacja, 85
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krawedz grafu, 11
drzewowa, 17
multikrawedz, 11
nasycona, 62
niedrzewowa, 17
nienasycona, 62
nieskierowana, 11
poprzeczna, 17
powrotna, 17
skierowana, 11
w przod, 17

las

przeszukiwan wszerz, 16
liczba Carmichaela, 150
liczby pierwsze

gestos¢ zbioru, 147

lista, 147

sito, 146

test, 149

test randomizowany, 150

maksymalne skojarzenie, 72
maksymalny niezalezny zbiér wierzchotkdw,
273
maksymalny przeplyw, 62
jednostkowy, 66
najtanszy, 69
metoda wegierska, 80
minimalne drzewo rozpinajace, 52
most, 40
multikrawedz, 11

najwiekszy wspolny dzielnik, 137

obiekt geometryczny, 85
odcinek

reprezentacja, 85
odlegtos¢ punktu

od prostej, 89
odwrotno$¢ modularna, 140
okrag

reprezentacja, 85
okres stowa, 206
otoczka wypukta, 113

petla w grafie, 11

permutacja
antyleksykograficznie, 121
minimalna transpozycja, 123

podgraf, 12
podzbiory
k-elementowe, 129
wszystkie, 128
podziat
liczby, 132
zbioru, 130
porzadek topologiczny, 33
potegowanie modularne, 144
programowanie
dynamiczne, 121, 293
liniowe, 238
zachtanne, 295
prosta
reprezentacja, 85
przepustowosé sieci, 62
przeszukiwanie grafu
w glab, 21
wszerz, 16
przynalezno$¢ punktu
do kota, 93
do odcinka, 92
do prostokata, 92
do wielokata, 94
do wielokata wypuktego, 96
punkt
artykulacji, 40
przeciecia
odcinkéw, 99
okregéw, 103
okregu i prostej, 102
prostych, 99
reprezentacja, 85
punkty
najblizsze, 117
najdalsze, 114

silnie sp6jna sktadowa, 27
skojarzenie
doskonale, 72
maksymalne, 72, 75
najdrozsze, 80
sortowanie
katowe, 109
topologiczne, 29, 33
STL, 7, 8

tablica prefiksowa, 206
test
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Millera, 150

pierwszosci liczby, 149
transpozycja, 123

sasiednia, 125
twierdzenie

chinskie o resztach, 142

Fermata, 151

ujscie przeplywu, 66

wielokat
pole, 90
reprezentacja, 85
wypukty, 90
wierzcholek grafu, 11
stopien wchodzacy, 12
stopien wychodzacy, 12

zadanie
Lancuch, 166
Akcja komandosow, 105
Bilard, 139
Drogi, 32
Kodowanie permutacji, 182
Komiwojazer Bajtazar, 26
Krétki program, 256
Liczby antypierwsze, 266
Liczby permutacyjnie-pierwsze, 126
Linie autobusowe, 51
Marsjanskie mapy, 190
Maltpki, 172
MegaCube, 213
Mréwki i biedronka, 19
Ottarze, 111
Palindromy, 215
Pomniki, 115
Przemytnicy, 58
Punkty, 228
Puste prostopadtosciany, 200
Sejf, 237
Skoczki, 78
Spokojna komisja, 36
Szablon, 205
Szalony malarz, 242
Taniec, 234
Wirusy, 39
Wyliczanka, 143
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